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Vorlesung:

Ubungen:

Technische Mechanik Il
Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard
Prof. Dr.-Ing. M. Hanss
Prof. Dr.-Ing. J. Fehr

Die Vorlesung wird fiir die Studierenden der Bachelorstudiengange Maschinenbau, Mechatro-
nik, Technologiemanagement, Technische Kybernetik, Fahrzeugtechnik, Mathematik und In-
formatik gehalten.

Die Vorlesung wird durch Vortragsibungen erganzt, die unmittelbar auf den Vorlesungsstoff
abgestimmt sind. Zusatzlich findet ein Seminarbetrieb statt. Dort |6sen die Studierenden unter
individueller Anleitung selbsténdig Aufgaben. Die Seminaristischen Ubungen finden in Gruppen
statt.

Sprechstunden: Zur Beratung der Studierenden finden im Sprechstundenbereich, vor Zimmer 4.155 des

Ort/Zeit:

Instituts, Dienstag und Donnerstag von 13.00 bis 14.00 Uhr Sprechstunden statt. Diese
Sprechstunden werden sowohl in der Vorlesungszeit als auch, in zeitlichem Zusammenhang
mit der Modulprtfung, in der vorlesungsfreien Zeit angeboten. Fragen, die in den Vorlesungen
und Ubungen offengeblieben sind, kénnen dort besprochen werden. Dariiber hinaus werden
fachliche Ausklnfte am Institut durch Herrn Mario Hermle, M.Sc. (Raum 3.103) erteilt.

Vorlesungstermine und Horsaaleinteilung sind unten aufgefuhrt. Die Lehrveranstaltungen wer-
den in diesem Semester wieder in Prasenz angeboten. Der Wechsel zwischen Ubung und Vor-
lesung wird im Semesterplan bekannt gegeben.

Vorlesungen und Vortragsibungen

Dienstag 11.30 - 13.00 Uhr, V 53.01  \mach, fzt, tema, mecha, | Vorlesung: Prof. Eberhard

Freitag 11.30 - 13.00 Uhr, V 53.01 math, info, kyb Ubung: Mario Hermle

Seminaristische Ubungen

G01 |Donnerstag 08:00 — 09:30 Uhr, V 57.02 [fzt, tema
G02 |Donnerstag 08:00 — 09:30 Uhr, V 47.04 |fzt, tema
G03 |Donnerstag 15:45 — 17:15 Uhr, V 47.03 |mach

G04 |Donnerstag 15:45 —17:15 Uhr, V 55.01 |mecha, kyb, math, info
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Hinweise
Institut: Die Raume des Instituts fiir Technische und Numerische Mechanik befinden sich im Ingeni-

eurwissenschaftlichen Zentrum (IWZ), Pfaffenwaldring 9, 4.Stock.

WWW: https://www.itm.uni-stuttgart.de/

Unterlagen: Zur Kennzeichnung der vom Institut herausgegebenen schriftichen Unterlagen werden fol-
gende Kennbuchstaben - gefolgt von der laufenden Nummer - verwendet:

M ... Merkblétter zur Vorlesung P ... Prifungen
A ... Arbeitsblatter L ... Lésungen
U ... Ubungsaufgaben

Merkbléatter: Die Merkblatter kénnen im Internet heruntergeladen werden: https://www.itm.uni-

stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/technische mechanik II/

Aufgaben: In den Vortragsiibungen werden Aufgaben aus einer Aufgabensammlung (U) vorgerechnet.
Auch im Seminar werden Aufgaben aus dieser Aufgabensammlung sowie weitere Arbeitsblat-
ter (A) behandelt. Die Aufgabensammlung (U) und Aufgabenblatter (A) sind im Internet auf
den Institutsseiten erhaltlich. Die Lésungen der verbleibenden Aufgaben werden ausgehéngt.

Unterlagen im Internet: Organisatorische Hinweise sowie aktuelle Unterlagen zur TM Il finden Sie auch im
Internet unter https://www.itm.uni-stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/

technische mechanik II/

Prufungsvorleistungen/Scheine: Sind seit Einfihrung des Bachelors nicht mehr erforderlich.

Prafung: Fur das Modul TM Il + TM Il findet eine gemeinsame Prifung statt. Der Termin der Prifung
im Fruhjahr 2026 steht noch nicht fest und ist im Laufe des Wintersemesters 2025/26 beim
Prifungsamt bzw. in C@MPUS zu erfahren.

Prifungsanmeldung: Die Anmeldung erfolgt immer Uber das Prifungsamt bzw. ilber C@MPUS.

Hilfsmittel: In der Prifung sind als Hilfsmittel ausschlieRlich 6 Seiten Formelsammlung (entspricht 3 Blat-
tern DIN-A4 doppelseitig) zugelassen. Elektronische Geréate sind ausdrticklich nicht zugelas-
sen.


https://www.itm.uni-stuttgart.de/
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https://www.itm.uni-stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/technische_mechanik_II/
https://www.itm.uni-stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/technische_mechanik_II/

Q" Institut fur Technische und Numerische Mechanik Technische Mechanik I
€ Profs. P. Eberhard, J. Fehr, M. Hanss M1.1

Technische Mechanik Il

3. Elasto-Statik
3.1.Spannungen und Dehnungen
3.2.Zug und Druck
3.3. Torsion von Wellen
3.4. Technische Biegelehre
3.5. Uberlagerung einfacher Belastungsfélle

3.6.Knickung

4. Kinematik
4.1. Punktbewegungen
4.2.Relativbewegungen
4.3.Bewegungen von Punktsystemen

4.4.Kinematik des starren Korpers
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Einteilung der Mechanik

Die Technische Mechanik kann man nach den physikalischen Vorgangen oder nach den
Modellkdrpern einteilen.

A) Physikalische Vorgange

Mechanik

Kinematik Dynamik

Statik Kinetik

B) Eigenschaften der Modellkorper

Mechanik

Stereomechanik Kontinuumsmechanik

Elastomechanik Fluidmechanik

Plastomechanik

In den Vorlesungen werden die folgenden Gebiete behandelt:

Technische Mechanik | : Stereostatik
Technische Mechanik Il : Elastostatik, Kinematik
Technische Mechanik Ill : Kinetik

Technische Mechanik IV : Elastomechanik, Kontinuum
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Losung von Mechanik-Aufgaben

Bei der Losung von Mechanik-Aufgaben unterscheidet man die folgenden funf Schritte:

1. Formulieren der technischen Aufgabe.

2. Auswahl eines mechanischen Ersatzmodells.
(Massenpunkt, starrer Korper)

3. Mathematische Beschreibung des Ersatzmodells durch Grundgesetze.
(Vektoren, Tensoren, Impuls— und Drallsatz)

4. Mathematische Losung des Problems.
(Integration von Differentialgleichungen,
Lineare Gleichungssysteme, Schwingungen)

5. Technische Deutung der Ergebnisse.
(Vergleich mit Experiment)

Diese Schritte kennzeichnen die Problemlosung in der Praxis.
Ubungsaufgaben beschranken sich haufig auf einzelne Schritte.
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Der ebene Spannungszustand (Mohrscher Spannungskreis)

Zur Untersuchung des Spannungszustands in einem Korper
K betrachtet man einen beliebigen Punkt P .

Legt man einen Schnitt durch P, so ergibt sich an der Schnitt-
ebene, deren radumliche Ausrichtung durch ihren nach aufien
weisenden Normaleneinheitsvektor n festgelegt wird, ein
Spannungsvektor p . Dieser hangt von der Schnittrichtung ab.

Ist AA eine den Punkt P enthaltende Flache in der Schnitt-
ebene und AF die an AA angreifende resultierende Kraft, so

ist der Spannungsvektorals p = Algm()% definiert.

Liegen die Spannungsvektoren bei jeder beliebigen (raumli-
chen) Schnittrichtung in ein und derselben Ebene II, so
spricht man von einem (in dieser Ebene II1) ebenen Span-
nungszustand. Es genlgt dann, nur Schnitte senkrecht zu I1
zu betrachten.

Der Mohrsche Spannungskreis beschreibt in diesem Fall die
Abhangigkeit des Spannungsvektors p von der Schnittrichtung
bei festgehaltenem Punkt P. Der Spannungsvektor p wird
dazu in zwei Richtungen normal und tangential zur Schnittrich-
tung zerlegt. Das ergibt die Normalspannung ¢ und die
Schubspannung t. Die Normalspannung ¢ ist in Richtung
von n (also nach aufien) positiv definiert. Die positive Rich-
tung der Schubspannung t ergibt sich durch Drehung von n
im Uhrzeigersinn um 90°.

Die Schnittrichtung wird mit Hilfe eines Winkels ¢ und eines
kartesischen (x,y)—Koordinatensystems in IT mit Ursprung in

P angegeben. Dabei ist ¢ derjenige Winkel, um den der Nor-
malenvektor n gegenuber der positiven y—Achse im mathe-
matisch positiven Sinn (= gegen den Uhrzeiger) gedreht ist.
Die Spannungen an der Schnittflache mit dem Winkel ¢ hei-

Ren o, und Ty -

Fir Schnittrichtungen parallel zu den Koordinatenachsen ver-

wendet man auch die Bezeichnungen G_, Tyr Oyr Ty Der

erste Index gibt dabei jeweils die Richtung von n, der zweite
die Richtung der Spannung selber an. Dabei gelten folgende
Vorzeichenregelungen und Zusammenhange mit den bisheri-

gen Bezeichnungen o, , T,. (Gezeichnet sind jeweils die posi-

tiven Richtungen der Spannungen 6., T,,, 6, und T, )

Xy ?
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n=-e
y

>

= =0 = ¢ =90°

o = 180° = ¢ = 270°

Oge = Oy Tpe = Ty Ogge = Oxs Tgpr = — Ty Os0° = Oys Tigor = Tyx Oyor = Oxs Tygpr = — Ty
Es gilt stets 1, = 7,, (Satz von der Gleichheit einander zugeordneter Schubspannungen).

Sind bei einem ebenen Spannungszustand die zu zwei verschiedenen Schnittrichtungen gehéren-
den Spannungen bekannt, so ist der ganze Spannungszustand in P eindeutig bestimmt.

Tragt man in einem (o,t)—Koordinatensystem die zu beliebigen Winkeln ¢ gehdérenden Punkte
K,(o,,7,) ein, so liegen diese Punkte alle auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt M auf der
¢ —Achse, dem sogenannten Mohrschen Spannungskreis.

Kennt man diesen Kreis und die Spannungen G,

T, ZU einem Schnittwinkel ¢, so erhalt man die
zum Schnittwinkel ¢ + o gehdrenden Spannun-
gen G,. ., Ty.q- iNdemman K, um M um

den Winkel 200 gegen den Uhrzeiger dreht, also
gleichsinnig mit der Drehung der Schnittnorma-
len. Daher liegen je zwei zu aufeinander senk-

rechten Schnittrichtungen gehdrende Punkte K,

K, auf einem Kreisdurchmesser. Umgekehrt

&Rkt sich der Kreismittelpunkt zum Beispiel als
arithmetisches Mittel zweier zu aufeinander senk-
rechten Schnittrichtungen gehdérenden Normal-

spannungen G, , G, - konstruieren.

Oft sind in einem Punkt P die Spannungen o,

c,, T, =T, bekannt. Man konstruiert dann den

yrooxy
Mohrschen Spannungskreis folgendermalien:

Iy

= n | y — Achse
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Eine ausgezeichnete Rolle spielen die Schnittpunkte des Kreises mit der ¢ —Achse. Dort ver-
schwinden die Schubspannungen. Die Normalspannungen an den zugehdrigen Schnittebenen
heilen Hauptspannungen ¢, und o,. Dabei ist o, als die groRere von beiden definiert. Die zu-
gehdrigen Schnittrichtungen heillen Hauptspannungsrichtungen (HSR). Sie stehen aufeinander
senkrecht und werden durch die Winkel ¢, , ¢, festgelegt.

}" I. HSR

Fir die analytische Beschreibung der hier beschriebenen Zusammenhange siehe Magnus/Mdiller,
3.1.1.1.
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Quadratische Flachenmomente (Flachenmomente 2. Ordnung)

Fur jede Flache A lassen sich beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems (y, z), das in der Ebene
der Flache liegt, die quadratischen Flachenmomente

I, = ;': z° dA

— 2
I !y dA \ (1)
L, = —;[ yz dA )

definieren. Die axialen Momente I, und I, werden auch als Flachentragheitsmomente und das gemischte

Moment [, als Deviations— oder Zentrifugalmoment bezeichnet.
Das quadratische Flachenmoment

p

I =Ir2dA (2)

A

heiRt polares Flachentragheitsmoment. Wegen 1° = y° +z° gilt
L= +1, 3)

Beim Ubergang zu einem anderen, ebenfalls in der Ebene von A liegenden Koordinatensystem (y*, z*)

andern sich im allg. die Flachenmomente. Dabei kénnen die beiden Systeme parallelverschoben und / oder
gedreht sein.

Parallelverschiebung:
Liegt der Ursprung O von (y, z) im Schwerpunkt S der Flache A , so gilt mit den Gleichungen der Paral-
lelverschiebung y* = y—a und z* = z—b nach dem Satz von Huygens-Steiner

L*=1 +b’A,

L*=1+a’A , (4)
[,*=1,—-abA .

y:

Daraus folgt, daR die Flachenmomente fiir Achsen
durch den Schwerpunkt minimal sind.

Drehung:

Mit den Gleichungen der Koordinatendrehung um den Winkel o, y* = ycoso +zsino und
z* = —ysina + z cosa , folgt N
y O0=0

1 1 :
[ * = 3 4, +1,) +5 (I, = 1,) cos2a + I, sin2a ,

1
2
I * = —%(Iy —-1,)sin20 + I, cos2o .

P
*
Il

1 .
, 5 (I, +1L)—-— (1, -1, cos2a — 1, sin2a , 5)
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Das polare Flachenmoment [ ist gegeniiber Drehungen des Bezugssystems invariant, da es nur von r
abhéngt.

Ordnen wir die Flachenmomente in einer Matrix bzw. in einem Tensor 2. Stufe

I I
I = y vz
|: IYZ IZ :|

an, so sind (5) gerade die Transformationsformeln, die die Komponenten von I von System (y, z) in
(y*, z*) transformieren. Dieser Tensor I heilt Flachenmomententensor der Flache A im Punkt O . We-

gen der Symmetrie des Flachenmomententensors ist eine Hauptachsentransformation maoglich, d.h. es gibt
ein spezielles Koordinatensystem (y,, z,), in dem das Deviationsmoment [, verschwindet. Die Momente

L, und I, sind dann maximal, sie heien Hauptflachenmomente 2. Ordnung und die Richtungen der Ach-
sen y, und z, heillen Hauptachsen von I.

Die Hauptachsentransformation kann rechnerisch und zeichnerisch durchgefiihrt werden:

a) Rechnerische Transformation
Aus der Sakulargleichung
det I-1E) =0 , E Einheitstensor,

folgt ein Polynom 2. Grades fur I, dessen Losung die Hauptflachenmomente [, und 1, sind. Die da-
zugehorenden Hauptrichtungen r,, und r,, ergeben sich durch Einsetzen von 1, bzw. I, in die Ei-
genwertgleichungen

(I-IL4E)-r, =0, bzw. (I-L,E)-r,, =0 .
Das Hauptachsensystem (y,, z,) geht aus dem System (y, z) durch Drehung um die x-Achse mit
dem Winkel o, hervor.

Durch Ausrechnen der obigen Beziehung folgt fur die Hauptflachenmomente

I, -1)
4

1 2
L, =1 = E(Iy +1)+ +1,,

1 I, -1,
Ly =1 :E(Iy"'lz)— YT

und far den Drehwinkel o,
21

yz

I -1

y z

2
+ 1,

tan 201, =

b) Zeichnerische Transformation mit dem Mohrschen Kreis

Wie beim Hauptspannungsproblem lassen sich die Haupt-
flachenmomente und die dazugehérigen Hauptachsen
graphisch aus dem Mohrschen Kreis gewinnen. Dazu tragt
man auf der Abszisse die nach (1) berechneten Flachen-

momente I und I, ab. Das Deviationsmoment -1 wird

‘ (= y — Achse)

Deviationsmomente

uber I, aufgetragen und man kommt so zu zwei Punkten

des Kreises. Der Kreis schneidet die Abszisse in den bei- a:i:I-e
den Hauptflichenmomenten I, und L,, fir die I, > I, gel- Momente

ten soll. Die Winkel 2o, und 2o, zwischen YM (= der
y—Achse in der Zeichnung) und der Abszisse sind die dop-
pelten Drehwinkel, die nétig sind, um die y-Achse in die 1.
bzw. 2. Hauptachse tberzufihren.
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Soll nun bei gegebenem Mohrschen Kreis das Flachen- und das Deviationsmoment beziiglich eines
Systems (y*, z*), das um den Winkel oo gegenulber dem System (y, z) gedreht ist, bestimmt werden,

so ergibt sich der zugehdrige Punkt auf dem Mohrschen Kreis, indem man die Gerade YM um 2o im
gleichen Sinne dreht.

Das Bestimmen der Hauptachsen wird stark vereinfacht, wenn die Flache Symmetrieeigenschaften hat:
Jede Symmetrieachse von A durch O ist zugleich Hauptachse von 1.

Jede Achse durch O senkrecht zu einer Symmetrieachse von A ist Hauptachse von 1.

Die Hauptflachentragheitsmomente gangiger Flachen bezogen auf Achsen durch den Schwerpunkt sind
tabelliert ( z.B. Hutte I, 28.Aufl.,S.673 ff; Dubbel I, 13.Aufl., S.371 ff ).

Flache Flachenmoment Flache Flachenmoment
» a |e 3 3 d
ST PEECLENS L o
4——T— b 12 12 y Iy= IZ= IW=H
y v Quadrat: a=b
\ w 4
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Kinematische Grundaufgaben fur geradlinige Punktbewegungen

Die Lage eines bewegten Punktes P wird durch den vom Ursprung O eines ruhenden Koordinatensystems
zum Punkt P weisenden Ortsvektor r(t) =rop(t) eindeutig beschrieben.

Die Geschwindigkeit des Punktes P wird als zeitliche Anderung des Ortsvektors r(t) durch den Geschwin-
digkeitsvektor definiert

V(t)=%=i‘(t). (1)

Die Beschleunigung des Punktes P wird als zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsvektors v(t) durch den
Beschleunigungsvektor definiert

dv ..
t)=—=v(t)=F(t). 2

a(t) " V(1) =¥(t) )
Bei der geradlinigen Bewegung entfallt der Vektorcharakter der Gleichungen (1) und (2), sie gehen in skala-
re Gleichungen uber. Wahlt man als Bewegungsrichtung z.B. die x—Achse, so erhalt man mit der Lagekoor-

dinate x aus (1) und (2) die Gleichungen
V() =x(t), (3)
a(t) = v(t) = X(t).. (4)
Fir diesen Fall soll im Folgenden die Kinematik, d.h. der Zusammenhang zwischen x, v, a und t betrachtet

werden. Ist eine dieser Variablen als Funktion einer anderen gegeben, so kénnen die restlichen Grofien
daraus bestimmt werden. Dabei treten die anschlieRend behandelten Aufgabenstellungen haufig auf.

1. Aufgabe:  Gegeben x(t), gesucht v(t) und a(t).
Nach den Definitionen (3) und (4) gilt

_dx

v = (5)
_dv_dx

W=4 " ©)

2. Aufgabe:  Gegeben a(t), gesucht v(t) und x(t).
Aus (6) folgt durch Separieren dv = a(t) dt. Die bestimmte Integration beider Seiten fuhrt auf

jdv = ja(t) dt oder v—-v, = ja(t) dt oder v(t)=v, + ja(t)dt . (7)
In der gleichenOWeise0 folgt aus (5) durch Soeparieren dx = v(t) dt, urnwd die Integration liefert
Idx = jv(t) dt oder x —x, = jv(t) dt oder x(t)=x, + jv(t)dt (8)
X ty to to
t t
oder mit (7) x(t) =x, +v,(t—t,)+ j[j a(t) dt]dt . 9)

Hinweis: Bei den Integralen wird zur Ubersichtlicheren Darstellung fir die Integrationsvariable oft keine eige-
ne Bezeichnung eingefiihrt. Die bestimmte Integration lauft von einem fest vorgegebenen Wert xo, Vo, to bis
zu dem entsprechenden laufenden Wert x, v, t. Das Ergebnis der Integration ist also eine Funktion der obe-
ren Grenze.
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3. Aufgabe:  Gegeben v(t), gesucht x(t) und a(t).
Die Ergebnisse fir diese Aufgabe liegen in der Form (8) und (6) bereits vor.

Bei den nun folgenden Mischformen sind die Definitionsgleichungen (5) und (6) durch geeignete Substitutio-
nen so lange umzuformen, bis die Variablen in der gesuchten Abhangigkeit vorliegen und die entsprechende
Integrationsvariable auftritt.

4. Aufgabe:  Gegeben a(v), gesucht x(v) und t(v).
Nach der Kettenregel der Differentiation lasst sich (6) auch in der Form
v_dvdx _dv__1d ,

d
a(t)y=—-= V= \%
dt dxdt dx 2dx

(10)

schreiben. Aus a(v) z?v folgt
X

v

dx=—"dv oder x(V)=x,+ Y 4. (11)
a(v) Jaw)
Weiterhin findet man
dv ¢ odv
dt=—— oder t(v)=t,+|—. 12
) V)=t vja(v) (12)

5. Aufgabe:  Gegeben a(x), gesucht v(x) und t(x).

Aus (10), d.h. a(x) =3—VV(X) , folgt
X

IVdV:Ia(x)dx oder %(VZ—V(Z))ZJa(X)dX oder v(x)= }V§+2J.a(x)dx. (13)

Ebenso gilt V(x)=((11—): oder dt =%. Durch Integration wird daraus
VX

t=t0+;[% oder mit (13) t(x)=t0+j dx (14)

o /vg +2ja(x)dx

6. Aufgabe:  Gegeben v(x), gesucht a(x) und t(x).

2
Wie in Aufgabe 5 gilt a(x) = v(x) & =L 9V (15)
dx 2 dx
Aus (5) folgt
dx todx
dt= oder t=t,+ . 16
v(x 0 ;[V(x) (16)

Weitere mogliche Aufgabenstellungen lassen sich in ahnlicher Weise durch Substitution und anschlieRende
Differentiation oder bestimmte Integration I6sen.
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Vektoren und Koordinatensysteme

1) Koordinatensystem und Darstellung eines Vektors

Zur Darstellung von Vektoren sollen rechtshandige, kartesische Koordinatensysteme mit orthogonalen Eins-
vektoren verwendet werden. Das Koordinatensystem {O, X, Y, z} mit dem Ursprung O und den Einsvektoren
€x, ey, ez, wird zur Abkirzung durch den Buchstaben K gekennzeichnet. Ebenso heif3t das Koordinatensystem
{O, X,y 2%} kurz K'.

Ein Vektor A kann in einem Koordinatensystem K durch seine Koordinaten Ay, Ay, A, dargestellt werden.
Dabei muss genau unterschieden werden zwischen dem Vektor in seiner eigentlichen physikalischen Bedeu-
tung und dem Tripel seiner Koordinaten. Falls mehrere Koordinatensysteme K, K' verwendet werden, schreibt
man in Ak bzw. Ak die Koordinaten in K bzw. K'

Ak = [Ax, Ay, A, Ak = [Ax, Ay, Azl

Nur wenn keine Verwechslungen mdoglich sind, werden die Indizes K, K' weggelassen.

2) Transformationsmatrix

Die Transformationsmatrix Ckk:, auch Drehungsmatrix oder Matrix der Richtungskosinusse genannt, definiert
die Verdrehung von K' relativ zu K. Eine Verschiebung des Ursprungs O' gegeniber O hat dabei keinen
Einfluss. Zur Berechnung von Ckk verschiebt man die Koordinatensysteme so, dass ihre Ursprungspunkte
zusammenfallen. Die Spalten von Ckk entsprechen den Koordinaten der Einsvektoren ey, ey, €, in K. Es ist
cos(x,x') cos(x,y') cos(x,z)

Ci =| COS(Y,X) COS(Y.Y) cOS(.2)

cos(z,x') cos(z,y') cos(z,Z)

€. e, €.

X % z

(Die Winkel sind jeweils zwischen
den positiven Achsen zu nehmen).

Entsprechendes gilt fiir Ckk, wobei Cxk = Cr. ist. Der Kiirze halber wird gelegentlich nur C fir Ckk ge-
KK

schrieben. Die Transformationsmatrix ist stets orthogonal, das heif3t

Cu =Ci oder C,,.-CL,. =E und es gilt detC,,. =1.

3) Transformation von Vektorkoordinaten

Die Matrizen Ckk,, Ckk vermitteln die Transformation zwischen den Darstellungen Ak und Ak eines Vektors
A in K'und K. Die Transformationsformeln lauten:
Ak = Ckk-Ax, Ak =Ckk-Ax.
\ \ [ !

[ 1
1\___1 1A\ _ 1

N —— N ———
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4) Drehgeschwindigkeitsvektor

Wenn sich die Lage von K' gegen K mit der Zeit andert, so wird der Rotationsanteil dieser Bewegung durch
den momentanen Drehgeschwindigkeitsvektor ®,,. beschrieben. Er ist parallel zur momentanen Drehachse

und sein Betrag ist die momentane Drehgeschwindigkeit. Seine Koordinaten in K erhalt man aus der schief-
symmetrischen Matrix

0 -o,

CyeCl. = @(0 A-o,

-0, @ 0

durch Résselsprung, beginnend in der Mitte der dritten Zeile

Oy = [0x, @y, ).

Die Matrix C,,.-Cr,. Wird durch elementweises Ableiten nach der Zeit gebildet.

In dem haufig vorkommenden Fall, dass sich K' mit der Winkelgeschwindigkeit @ um eine bekannte Achse mit
Einsvektor e dreht, [&Rt sich @ auch ohne obige Rechnung angeben, namlich

® = Me.

5) Anderungsgeschwindigkeit von Vektoren

Die Anderung einer physikalischen GréRe ist kein selbstandiger Begriff. Andern kann sich eine GréRe nur
relativ zu einer anderen GréRe oder einem Bezugssystem. Die Anderungsgeschwindigkeit (das ist die zeitliche
Anderung) eines Vektors A ist daher stets in Zusammenhang mit dem Koordinatensystem zu sehen, in dem
die Anderung von A beobachtet wird.

Hat man zwei Koordinatensysteme K und K', welche sich gegeneinander bewegen, so bezeichnet man mit
EA die Anderungsgeschwindigkeit von A relativ zu K

und mit

EA die Anderungsgeschwindigkeit von A relativ zu K'.

Im Allgemeinen sind das verschiedene Vektoren. Es gilt der vektorielle Zusammenhang (zeitliche Ableitungen

von Vektoren in bewegten Bezugsystemen)
d d
—A=—A+w0, XA ,
dt dt

wobei o,,,der Drehgeschwindigkeitsvektor von K' gegen K ist.
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6) Berechnung der Koordinaten einer Anderungsgeschwindigkeit
Die Koordinaten von %A bzw. d—tA erhalt man, indem man die Koordinaten von A in K bzw. K' aufstellt und

einzeln nach der Zeit ableitet. Und zwar erh&lt man damit die Koordinaten von %A bzw. %A bezuglich K

bzw. K'! Es gilt also

X

dA “|A, |=A,, A1 A, [=A, .
at [ | ; dt | | .
A A

z 7'
(Der Punkt meint deren elementweise zeitliche Ableitung).
. d : . o .
Es ist falsch, etwa zur Berechnung von EA , die Koordinaten von A in K' aufzustellen und dann abzuleiten!

Wendet man die Formel fur die Ableitung von Vektoren in bewegten Bezugssystemen entsprechend Abschnitt
5 auf Koordinatendarstellungen an, so ist zu beachten, daf’ die Vektoren auf der rechten Seite zuerst alle im
gleichen Koordinatensystem dargestellt werden missen und dafld man auch die Ergebnisse in diesem System
erhalt.

7) Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes

Die Lage eines Punktes P in einem Koordinatensystem K wird durch seinen Ortsvektor r beschrieben. Wenn
r = r(t) zeitlich veranderlich ist, interessieren auch sein

Geschwindigkeitsvektor V= % r
und sein
. d dz
Beschleunigungsvektor a=—v=—r
dt dt

relativ zu K. Falls die Koordinaten von r in K bekannt sind, erhalt man v und a in Koordinaten in K durch
Differenzieren.

Oft aber ist es notwendig oder guinstig, die Bewegung
von P nicht in K, sondern in einem bewegten Koordina-
tensystem K' zu beobachten. Der Ursprung O' von K'
habe den Ortsvektor roo beziiglich O. Der Drehge-
schwindigkeitsvektor von K' gegentiber K sei @, .
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Es sind dann folgende Vektoren zu unterscheiden:

Bedeutung Bezeichnung
Ortsvektor von P bezuglich O lop Fabs
Ortsvektor von P bezuglich O lop Mo
Ortsvektor von O' beziglich O Moo
Lo , d
Geschwindigkeit ~ von P relativzu K Vo —Fop Vs
dt
T , , d’
Geschwindigkeit  von P relativzu K Vop: arop V..,
Co . . d
Geschwindigkeit  von O relativzu K Voo o oo
. . d d?
Beschleunigung von P relatvzu K Aop, avop, Frop Ayps
. . . d’ d’?
Beschleunigung von P relativzu K Agps avop, Frop, a,,
hleuni . lati d d?
Beschleunigung von O' relativ zu K Ao EVOO,, Frw

Jeder dieser Vektoren kann in Koordinaten eines beliebigen Koordinatensystems angegeben werden. Die
Ableitungen missen allerdings entsprechend Abschnitt 6 ausgefuhrt werden.

Die Bezeichnungen der letzten Spalte werden sehr anschaulich, wenn man sich K als raumfestes Koordina-
tensystem vorstellt. Unabhéngig davon, ob dies tatsachlich der Fall ist, werden sie im Folgenden verwendet.

Unmittelbar klar ist der Zusammenhang der Ortsvektoren Fass = Foo + I'el

rF[jhrung

Durch zeitliche Ableitung in K erhalt man entsprechend Abschnitt 5 Vass = Voo + @,y X Frel + Vrel

VFUhrung

Nochmaliges Ableiten in K ergibt a_,, = agg + (% ooKK') X Ty T Wy X (ooKK‘ X Tpg ) + 20, X Vi + g
— _
~ Y_J

aFUhrung Acoriolis

Die Bezeichnungen Irinrung, Vrihrung, @rihrung Bringen zum Ausdruck, dass diese Terme auch dann auftreten,
wenn P in K' ortsfest ist. Sie sind also allein durch die Bewegung von K' (die Fiihrung) relativ zu K bedingt.



