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Vektoren und Koordinatensysteme

1) Koordinatensystem und Darstellung eines Vektors

Zur Darstellung von Vektoren sollen rechtshandige, kartesische Koordinatensysteme mit orthogonalen Eins-
vektoren verwendet werden. Das Koordinatensystem {O, X, Y, z} mit dem Ursprung O und den Einsvektoren
€x, ey, ez, wird zur Abkirzung durch den Buchstaben K gekennzeichnet. Ebenso heif3t das Koordinatensystem
{O, X,y 2%} kurz K'.

Ein Vektor A kann in einem Koordinatensystem K durch seine Koordinaten Ay, Ay, A, dargestellt werden.
Dabei muss genau unterschieden werden zwischen dem Vektor in seiner eigentlichen physikalischen Bedeu-
tung und dem Tripel seiner Koordinaten. Falls mehrere Koordinatensysteme K, K' verwendet werden, schreibt
man in Ak bzw. Ak die Koordinaten in K bzw. K'

Ak = [Ax, Ay, A, Ak = [Ax, Ay, Azl

Nur wenn keine Verwechslungen mdoglich sind, werden die Indizes K, K' weggelassen.

2) Transformationsmatrix

Die Transformationsmatrix Ckk:, auch Drehungsmatrix oder Matrix der Richtungskosinusse genannt, definiert
die Verdrehung von K' relativ zu K. Eine Verschiebung des Ursprungs O' gegeniber O hat dabei keinen
Einfluss. Zur Berechnung von Ckk verschiebt man die Koordinatensysteme so, dass ihre Ursprungspunkte
zusammenfallen. Die Spalten von Ckk entsprechen den Koordinaten der Einsvektoren ey, ey, €, in K. Es ist
cos(x,x') cos(x,y') cos(x,z)

Ci =| COS(Y,X) COS(Y.Y) cOS(.2)

cos(z,x') cos(z,y') cos(z,Z)

€. e, €.

X % z

(Die Winkel sind jeweils zwischen
den positiven Achsen zu nehmen).

Entsprechendes gilt fiir Ckk, wobei Cxk = Cr. ist. Der Kiirze halber wird gelegentlich nur C fir Ckk ge-
KK

schrieben. Die Transformationsmatrix ist stets orthogonal, das heif3t

Cu =Ci oder C,,.-CL,. =E und es gilt detC,,. =1.

3) Transformation von Vektorkoordinaten

Die Matrizen Ckk,, Ckk vermitteln die Transformation zwischen den Darstellungen Ak und Ak eines Vektors
A in K'und K. Die Transformationsformeln lauten:
Ak = Ckk-Ax, Ak =Ckk-Ax.
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4) Drehgeschwindigkeitsvektor

Wenn sich die Lage von K' gegen K mit der Zeit andert, so wird der Rotationsanteil dieser Bewegung durch
den momentanen Drehgeschwindigkeitsvektor ®,,. beschrieben. Er ist parallel zur momentanen Drehachse

und sein Betrag ist die momentane Drehgeschwindigkeit. Seine Koordinaten in K erhalt man aus der schief-
symmetrischen Matrix

0 -o,

CyeCl. = @(0 A-o,

-0, @ 0

durch Résselsprung, beginnend in der Mitte der dritten Zeile

Oy = [0x, @y, ).

Die Matrix C,,.-Cr,. Wird durch elementweises Ableiten nach der Zeit gebildet.

In dem haufig vorkommenden Fall, dass sich K' mit der Winkelgeschwindigkeit @ um eine bekannte Achse mit
Einsvektor e dreht, [&Rt sich @ auch ohne obige Rechnung angeben, namlich

® = Me.

5) Anderungsgeschwindigkeit von Vektoren

Die Anderung einer physikalischen GréRe ist kein selbstandiger Begriff. Andern kann sich eine GréRe nur
relativ zu einer anderen GréRe oder einem Bezugssystem. Die Anderungsgeschwindigkeit (das ist die zeitliche
Anderung) eines Vektors A ist daher stets in Zusammenhang mit dem Koordinatensystem zu sehen, in dem
die Anderung von A beobachtet wird.

Hat man zwei Koordinatensysteme K und K', welche sich gegeneinander bewegen, so bezeichnet man mit
EA die Anderungsgeschwindigkeit von A relativ zu K

und mit

EA die Anderungsgeschwindigkeit von A relativ zu K'.

Im Allgemeinen sind das verschiedene Vektoren. Es gilt der vektorielle Zusammenhang (zeitliche Ableitungen

von Vektoren in bewegten Bezugsystemen)
d d
—A=—A+w0, XA ,
dt dt

wobei o,,,der Drehgeschwindigkeitsvektor von K' gegen K ist.
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6) Berechnung der Koordinaten einer Anderungsgeschwindigkeit
Die Koordinaten von %A bzw. d—tA erhalt man, indem man die Koordinaten von A in K bzw. K' aufstellt und

einzeln nach der Zeit ableitet. Und zwar erh&lt man damit die Koordinaten von %A bzw. %A bezuglich K

bzw. K'! Es gilt also

X

dA “|A, |=A,, A1 A, [=A, .
at [ | ; dt | | .
A A

z 7'
(Der Punkt meint deren elementweise zeitliche Ableitung).
. d : . o .
Es ist falsch, etwa zur Berechnung von EA , die Koordinaten von A in K' aufzustellen und dann abzuleiten!

Wendet man die Formel fur die Ableitung von Vektoren in bewegten Bezugssystemen entsprechend Abschnitt
5 auf Koordinatendarstellungen an, so ist zu beachten, daf’ die Vektoren auf der rechten Seite zuerst alle im
gleichen Koordinatensystem dargestellt werden missen und dafld man auch die Ergebnisse in diesem System
erhalt.

7) Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes

Die Lage eines Punktes P in einem Koordinatensystem K wird durch seinen Ortsvektor r beschrieben. Wenn
r = r(t) zeitlich veranderlich ist, interessieren auch sein

Geschwindigkeitsvektor V= % r
und sein
. d dz
Beschleunigungsvektor a=—v=—r
dt dt

relativ zu K. Falls die Koordinaten von r in K bekannt sind, erhalt man v und a in Koordinaten in K durch
Differenzieren.

Oft aber ist es notwendig oder guinstig, die Bewegung
von P nicht in K, sondern in einem bewegten Koordina-
tensystem K' zu beobachten. Der Ursprung O' von K'
habe den Ortsvektor roo beziiglich O. Der Drehge-
schwindigkeitsvektor von K' gegentiber K sei @, .
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Es sind dann folgende Vektoren zu unterscheiden:

Bedeutung Bezeichnung
Ortsvektor von P bezuglich O lop Fabs
Ortsvektor von P bezuglich O lop Mo
Ortsvektor von O' beziglich O Moo
Lo , d
Geschwindigkeit ~ von P relativzu K Vo —Fop Vs
dt
T , , d’
Geschwindigkeit  von P relativzu K Vop: arop V..,
Co . . d
Geschwindigkeit  von O relativzu K Voo o oo
. . d d?
Beschleunigung von P relatvzu K Aop, avop, Frop Ayps
. . . d’ d’?
Beschleunigung von P relativzu K Agps avop, Frop, a,,
hleuni . lati d d?
Beschleunigung von O' relativ zu K Ao EVOO,, Frw

Jeder dieser Vektoren kann in Koordinaten eines beliebigen Koordinatensystems angegeben werden. Die
Ableitungen missen allerdings entsprechend Abschnitt 6 ausgefuhrt werden.

Die Bezeichnungen der letzten Spalte werden sehr anschaulich, wenn man sich K als raumfestes Koordina-
tensystem vorstellt. Unabhéngig davon, ob dies tatsachlich der Fall ist, werden sie im Folgenden verwendet.

Unmittelbar klar ist der Zusammenhang der Ortsvektoren Fass = Foo + I'el

rF[jhrung

Durch zeitliche Ableitung in K erhalt man entsprechend Abschnitt 5 Vass = Voo + @,y X Frel + Vrel

VFUhrung

Nochmaliges Ableiten in K ergibt a_,, = agg + (% ooKK') X Ty T Wy X (ooKK‘ X Tpg ) + 20, X Vi + g
— _
~ Y_J

aFUhrung Acoriolis

Die Bezeichnungen Irinrung, Vrihrung, @rihrung Bringen zum Ausdruck, dass diese Terme auch dann auftreten,
wenn P in K' ortsfest ist. Sie sind also allein durch die Bewegung von K' (die Fiihrung) relativ zu K bedingt.



