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Normen 

 

Normen sind Maße für Vektoren und Matrizen. 

 

Vektornormen 

 

Eine Vektornorm ‖𝒙‖ ist eine Abbildung des ℝ𝑛 auf den ℝ mit folgenden Eigenschaften: 

1) ‖𝒙‖ ≥ 0 ∀𝒙 ∈ ℝ𝑛 und ‖𝒙‖ = 0 ⇔ 𝒙 = 𝟎 

2) ‖𝛼𝒙‖ = |𝛼|‖𝒙‖ ∀𝛼 ∈ ℝ, 𝒙 ∈ ℝ𝑛 

3) ‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖ ∀𝒙, 𝒚 ∈ ℝ𝑛 

 

Matrixnormen 

 

Eine Matrixnorm ‖𝑨‖ ist eine Abbildung des ℝ𝑚×𝑛 auf den ℝ mit folgenden Eigenschaften: 

1) ‖𝑨‖ ≥ 0 ∀𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛 und ‖𝑨‖ = 0 ⇔ 𝑨 = 𝟎 

2) ‖𝛼𝑨‖ = |𝛼|‖𝑨‖ ∀𝛼 ∈ ℝ, 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛 

3) ‖𝑨 + 𝑩‖ ≤ ‖𝑨‖ + ‖𝑩‖ ∀𝑨,𝑩 ∈ ℝ𝑚×𝑛 

 

Zusammenhänge zwischen Vektor– und Matrixnormen 

 

 Eine Matrixnorm heißt submultiplikativ, wenn gilt 

 ‖𝑨 ∙ 𝑩‖ ≤ ‖𝑨‖‖𝑩‖ ∀𝑨,𝑩 ∈ ℝ𝑚×𝑛 

 Eine Matrixnorm ‖𝑨‖ heißt verträglich mit einer Vektornorm ‖𝒙‖, wenn gilt 

 ‖𝑨 ∙ 𝒙‖ ≤ ‖𝑨‖‖𝒙‖ ∀𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒙 ∈ ℝ𝑛 

 Die kleinste aller mit einer Vektornorm ‖𝒙‖ verträglichen Matrixnormen ‖𝑨‖ heißt 

 Grenzennorm lub(𝑨) (least upper bound): 

 

 lub(𝑨) ≔ max
𝒙≠𝟎

‖𝑨∙𝒙‖

‖𝒙‖
, 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝒙 ∈ ℝ𝑛 

 Anmerkung: Jede Grenzennorm ist submultiplikativ und es gilt lub(𝑬) = 1 
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 Gängige Vektornormen und deren zugehörige Grenzennormen: 

 

Vektornorm ‖𝒙‖ zugehörige Grenzennorm lub(𝑨) 

‖𝒙‖2 = √∑𝑥𝑖
2

𝑖

= √𝒙 ∙ 𝒙 

Euklidische Norm 

‖𝑨‖2 = max
𝒙≠𝟎

√
𝒙 ∙ 𝑨𝑇 ∙ 𝑨 ∙ 𝒙

𝒙 ∙ 𝒙
= √𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑨𝑇 ∙ 𝑨) 

 

Euklidische Norm 

‖𝒙‖∞ = max
𝒊
|𝑥𝑖| 

Maximumsnorm 

‖𝑨‖∞ = max
𝑖
∑|𝐴𝑖𝑗|

𝑗

 

Zeilensummennorm 

 

 Alle Vektornormen des ℝ𝑛 sind äquivalent, d.h. für jedes Paar ‖𝒙‖𝑎, ‖𝒙‖𝑏 von Normen 

gibt es Konstanten 𝑚,𝑀 > 0 , so dass gilt: 

 𝑚‖𝒙‖𝑎 ≤ ‖𝒙‖𝑏 ≤ 𝑀‖𝒙‖𝑎 ∀𝒙 ∈ ℝ𝑛 

 

Beispiel: ‖𝒙‖∞ ≤ ‖𝒙‖2 ≤ √𝑛‖𝒙‖∞ 

  
1

√𝑛
‖𝒙‖2 ≤ ‖𝒙‖∞ ≤ ‖𝒙‖2 


