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Gleichgewichtslage beim gefederten Doppelpendel

Im Allgemeinen ist die Nullstellensuche ein vektorieller Ansatz, der auch bei mehrdimensi-
onalen Problemen angewandt werden kann. Im Folgenden soll mit Hilfe einer vektoriellen
Nullstellensuche die Gleichgewichtslage des oben dargestellten Doppelpendels mit Feder
(Federsteifigkeit ¢) bestimmt werden.

Unter Verwendung der verallgemeinerten Koordinaten y = [a, ] ergeben sich die folgen-
den Bewegungsgleichungen fur das Doppelpendel:
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a) Welche Bedingungen gelten fur den Gleichgewichtszustand des Pendels?
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b) Vereinfachen Sie damit die Bewegungsgleichungen des Pendels auf ein Nullstellen-

d)

problem:

0=FfQ):=

Fur dieses Nullstellenproblem ist ein geeigneter Lésungsansatz zu formulieren, dem

eine lineare Taylor—Approximation der Zielfunktion zugrunde liegt. Dies fuhrt auf die

vektorielle Newton—Raphson—Nullstellensuche. Allgemein gilt im skalaren Fall fur be-
liebige Funktionen f(y) die Taylor—Approximation

o 1
F0) =Y =P -y
k=0

Beschreiben Sie die Taylor—-Entwicklung der vektoriellen Funktion f(y). Brechen Sie
die Taylor-Reihe nach dem linearen Glied ab:

foy) =

Formulieren Sie die Taylor—Entwicklung fur den Fall f(y) = 0 so um, dass eine
Schrittfunktion vom k—ten auf den (k + 1)—ten Iterationsschritt der Nullstellensuche
entsteht:

y(k+1) = y(k)
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Die Schrittfunktion wurde in einem Computerprogramm realisiert. Eine Nullstellensu-
che mit den Parametern m = 1kg, g = 10522, lL=1m,l, =15m,c= 5% und den An-

fangswerten a(® = B = 0 fiihrt auf folgenden Iterationsverlauf:

no. y(l) y (2) £(1) t(2) |dy | I £1

1 0.0000 0.0000 7.5000 7.5000 1.5000 15.000

2 -.4163E-16 1.5000 2.5125 -4.4560 0.71334 6.9695

3 0.13820 0.92490 1.13240 .6873E-01 0.906E-01 1.2012

4 0.20792 0.90398 0.3917E-02 -.1334E-01 0.2577E-02 0.1726E-01

5 0.20858 0.90206 0.9946E-05 -.4693E-05 0.1719E-05 0.14639E-04
6 0.20858 0.90206 0.3743E-11 -.3326E-11 0.9054E-12 0.70688E-11
7 0.20858 0.90206 -.9378E-17 -.3003E-15 0.4884E-16 0.30970E-15

f)  Geben Sie die Gleichgewichtslage des Pendels in Grad an:

a= und g =

g) Zeichnen Sie die Gleichgewichtslage des Doppelpendels in die Zeichnung ein:
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Zur Verwendung der Newton—Raphson—Iteration muss die Iterationsmatrix angege-
ben werden. Oft liegt diese nicht analytisch vor oder ist nur sehr teuer zu bestimmen.
Dann kann ein Sekantenverfahren, das die Iterationsmatrix A% approximiert, vorteil-
haft eingesetzt werden:

yHD = ) — GO p(5(0),

Die Festlegung der Iterationsmatrix erfolgt durch die Sekantengleichung:

AK+D) . (y(k+1) - y(k)) = f(y(k+1)) - f(y(k))_

Diese Sekantengleichung legt nur einen Teil der Koeffizienten von A®+1 fest. Zur
vollstandigen Beschreibung dient der sogenannte Broyden—Update, der eine ge-
ringstmagliche Veranderung der lterationsmatrix, welche die Sekantengleichung nicht
verletzt, anstrebt:
Fy®+ED)—f(yk)) - A(k)(y(k+1)_y(k)))(y(k+1)_y(k))

(kD) —y (k) (y k1) —y () '
Diese Bequemlichkeit muss mit einem Abfall der Konvergenzrate von 2 auf 1.618 er-
kauft werden. Dies ist auch am Doppelpendel zu erkennen, das nun mit dem MIN-
PACK-Unterprogramm HYBRD1, welches ein Broyden—Update durchfuhrt, bearbei-
tet wurde:

y (1) vy (2) £(1) £(2) |dy | | £
0.8941E-08 1.5000 2.5125 -4.4569 1.5000 5.1164
0.33851 0.72855 -1.4683 0.83933 0.84245 1.6913
0.22830 0.88009 -.25404 0.10320 0.18738 0.27421
0.20652 0.90503 0.2411E-01 -.1657E-01 0.3310E-01 0.29254E-01
0.20852 0.90211 0.7643E-03 -.1582E-03 0.3541E-02 0.78045E-03
0.20858 0.90206 -.4922E-04 0.1871E-04 0.755E-04 0.52655E-04
0.20858 0.90206 0.1545E-05 0.597E-06 0.5318E-05 0.16564E-05
0.20858 0.90206 -.1624E-08 0.6255E-09 0.1734E-06 0.17403E-08
0.20858 0.90206 0.3238E-12 -.1249E-12 0.1822E-09 0.34703E-12
0.20858 0.90206 -.9378E-17 -.3003E-15 0.3634E-13 0.30047E-15
J.E. Dennis; R.B. Schnabel:

Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Nonlinear Equations.
Englewood Cliffs: Prentice—Hall, 1983.

N.N.: MINPACK Index—documentation. Available under NETLIB:
http://www.netlib.no/netlib/minpack/index.html



