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Matrizenalgebra und Matrizenanalysis
Aufgabe 1

Bilden Sie mit den Vektoren und Matrizen
1 2 5 6
A= , a= , b=
3 4 —6 5

Skalarprodukt al-b=

folgende Produkte und GroRRen:

Dyadisches Produkt a -bT =

Quadratische Form aT-A.a=

Determinante detA =

Adjungierte adjA =

Inverse o
atgaez

a) Mit welchen Kriterien lasst sich die Definitheit einer Matrix A = AT € R™" mit den
Eigenwerten 1A, A,,...,A,und den Hauptminoren/Hauptabschnittsdeterminaten
H;,H,, ..., H, bestimmen?

Definition Eigenwerte Hauptminoren/  [a;1 ap 1
flr Quadrati- det(A — AE) Hauptabschnitts-  |az1 322 |
sche Form determinaten . J

positiv. | xT-A-x >0
definit Vx#0

positiv. | xT-A-x >0
semidefinit vV X

negativ | xT-A-x<0
definit Vx#0

negativ | xT-A-x<0
semidefinit VX

Indefinit sonst
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b) Bestimmen Sie die Definitheit der folgenden Matrizen:

1 0 0 O 1 2 3
R ICTEA I R AT
0 0 0 2

positiv definit o O m| O
positiv semidefinit o O | O
negativ definit o O a O
negativ semidefinit a O m| O
indefinit O O m| O

Aufgabe 3
cos@(t) —sine(t) 0
Die Matrix S = | sin(t) cos@(t) 0] beschreibt eine pos. Drehung um die z-Achse.
0 0 1
a) Wie berechnet sich die Inverse einer orthogonalen Matrix A? Al =

b) Berechnen Sie die Determinante der Drehmatrix.

det(S) = _

c) Bestimmen Sie @ = S - ST und das Produkt @ - r mitr = [a, b, 0].

d) Wie lautet @ bei einer Drehung mit dem Vektor der Winkelgeschwindigkeiten

W = [Wy, Wy, W, ]|?
[X y Z] O

gl
I
o
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Bonus-Aufgabenteile:
e) Zeigen Sie, dass S orthogonal ist.

f) Zeigen Sie, dass das Produkt S - ST fur jede beliebige orthogonale Matrix S schief-
symmetrisch ist. (Hinweis: Verwenden Sie die Definition S - ST = E der Orthogonali-
tat.)
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.
Modellbildung

Aufgabe 1

Bei der Modellbildung lassen sich grundsatzlich zwei Vorgehensweisen, den empirischen
Weg und den axiomatischen Weg, unterscheiden. Erganzen Sie das Diagramm zum Vor-
gehen bei der Analyse technischer Systeme.

empirischer Weg

axiomatischer Weg
Technisches System

Interessierendes
L Teilsystem

~

/
Versuchsmodell
(Prototypen)
J
N\
Messung
& Identifikation
von Parametern <
/
analytische oder num.
Lésungsverfahren
Ergebnisse
wie z.B. Bewegungen,
Beanspruchungen, ...

Aufgabe 2

Zur Dynamik-Untersuchung eines Bassdrum-Pedals wird dieses als Mehrkorpersystem
modelliert. Ordnen Sie den verschiedenen Bauteilen entsprechende MKS-Elemente zu.

-

3| 5|3
c | 2|2
< | 8| 3
g | g E

Nr Bauteil m| X | m

1 | Pedalplatte

2 | Pedalscharnier

3 | FuBmaschinenfeder

4 | Kugellagerung der Welle

5 | Beater

6 | Doppelkette als Lagestellglied
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Aufgabe 3

Zur Untersuchung der Dynamik eines Ga-
ragentores soll dieses in ein ebenes
Mehrkorpersystem (MKS) abgebildet wer-
den.

a) Skizzieren Sie ein geeignetes Mehr-
korpermodell in die Abbildung. Ver-
wenden Sie dazu die Symbole der
Mehrkorperdynamik.

b) Welche Elemente lassen sich den ver-
schiedenen Bauteilen zuordnen und wel-
che Idealisierungen bzw. Vernachlassi-
gungen werden dabei durchgefuhrt?

Bauteil Mehrkorperelement Idealisierung/
Vernachlassigung

obere Fuhrungsschiene

Garagentor

unterer Fihrungshebel

Lagerung des
Fuhrungshebels

Abfederung

c) Welcher Modelltyp misste herangezogen werden, wenn zusatzlich die Elastizitat des
Garagentores bericksichtigt werden soll?
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Aufgabe 4

Ordnen Sie den folgenden Beispielskizzen ein geeignetes mechanisches Ersatzmodell
(MKS, FEM, KOS) zu und bestimmen Sie die Anzahl der Freiheitsgrade.

Systems mechanisches Anzahl
Ersatzmodell Freiheitsgrade
mit
Q = konst
angetriebenes

Riesenrad mit k Gon-

deln
! F
h

40 mm
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Kinematik eines Massenpunktes

Ein freier Massenpunkt P kann im dreidimensionalen Raum durch die kartesischen Koordi-
naten seines Ortsvektors beschrieben werden. Im raumfesten Koordinatensystem
{0,e;,e5,es}erhdltman  r(t) =r;(t) e; +ry(t) e, + r3(t) e3 = [ry(t) ry(t) rz(v)].
Andererseits kann die Lage des Massenpunkts auch mittels krummliniger bzw. verallgemei-
nerter Koordinaten x(t) beschrieben werden. Zwischen dem Ortsvektor r(t) und dem Lage-
vektor x(t) besteht dann ein i.a. nichtlinearer Zusammenhang r(x(t)).

Die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Massenpunktes lasst sich auf zwei unter-
schiedliche Arten bestimmen:

1. Direkte Differentiation der Koordinaten des Ortsvektors r(t) nach der Zeit

dr dv d?r
v(t) =— = — = —
®© dt ’ a(t) dt  dt2
2. Differentiation des Ortsvektors r(x(t)) als Funktion der krummlinigen Koordi-

naten nach der Zeit unter Anwendung der Kettenregel
Jr dx

v =— - =Hr-% a(t) =Hr-%+Hrp-x
Aufgabe 1

a) Beschreiben Sie die Lage des Massenpunkts mit den
Zylinderkoordinaten x(t) = [p ¢ z].

r(x(t)) =

b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Massenpunkts mit der
zweiten Methode.

v(t) =

- | |- — - - ___ _—____ [Pl
a(t) =Hry- + P
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Drehmatrix und Winkelgeschwindigkeit
Aufgabe 1
a) Vervollstandigen Sie die Matrizen der Elementardrehungen bei Kardan-Winkeln.
ti_ _8_ _8_1 [ _E_ ] - _Ej

0
o =|_ o ___|; 2:_8_ _i_ _0 ;Y3:___ o _g_

0 0 0 0 1

o ___ ___ L I

b) Wie berechnet sich der Winkelgeschwindigkeitsvektor wg im korperfesten Referenz-
system, wenn er im Innertialsystem mit w; gegeben ist?

{a} [0 07
w1=|0|+ o B+ o - B, 10
N N N
{a} 107 -0 1
Wg = Jol+ 1B+ 0
o] 0 ;
Aufgabe 2

Die Verdrehung eines fahrzeugfesten Koordi-
natensystems R aufgrund seiner Gier- und
Wankbewegung gegenidber dem Inertialsys-
tem I lasst sich durch 2 aufeinander folgende
Elementardrehungen beschreiben. Die Gier-
bewegung ist eine Drehung um die vertikale
Achse mit dem Winkel ¢, die Wankbewegung
eine anschlieBende Drehung um die Langs-
achse mit dem Winkel 9.

a) Berechnen Sie die Drehmatrix S.
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b) Bestimmen Sie den Winkelgeschwindigkeitsvektor des Fahrzeugs im Inertialsystem
und im korperfesten Koordinatensystem aus der Anschauung:

0] o1 oo
S -
ol Lol |
(07 9] j————_

SR 1 1
_____ Lol Lol |

c) Berechnen Sie nun den Drehgeschwindigkeitstensor formal und vergleichen Sie damit

Ihr obiges Ergebnis.

(’J.V)I:S.'ST:

= Wy =

d) Welcher Rechenweg ist schneller?

(O Anschauung b) (O formale Rechnung c)

e) Welche Regeln gelten fur die Transformation von Vektoren?
OaI:S'aR O aI:ST'aR
OaR:S'aI O aR:ST'aI

f) Transformieren Sie wy in das Inertialsystem und Uberprifen Sie nochmals lhre Ergeb-
nisse.
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[ Ccos¢ —sin@ cos 9 sin ¢ sind 1
I __________________ " _____ l [ _____ ]
W = .szl sin @ cos@cosd —cos@sind | = |

o sind BH _____ [ |

g) Wie lauten die Regeln zur Transformation eines Tensors zweiter Stufe A ?
O A =S-Ag O A =ST-A;-S
O A =S-Ag-ST O Ag=ST-A;-S

Bonus-Aufgabenteile:

h) Das korperfeste Koordinatensystem R sei ein Hauptachsensystem, so dass der Trag-
heitstensor Diagonalform hat

A 0 O
Ir=10 B 0]
0 0 C

Fuhren Sie mit geeigneten Abkurzungen fir die trigopnometrischen Funktionen
(se = sin@, c, == cos @, etc.) eine Transformation des Tragheitstensors in das Inertial-

system durch

Acg Asg Co
+B s ch —B's,, ¢4 C§ (C—B)seCy Sg
+C S(ZPSI% —C S Co sg
2
Asg
I = _ +B cgcj (B—CO)cy sy Cy
_________ +C cZsj
BsZ +Ccj
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Bindungen
Aufgabe 1 A
Der Massenpunkt P, des ebenen Pendels kann sich auf einem Kreis mit

dem Radius L in der e,-e;-Ebene bewegen. Als Koordinaten des freien
Punktes werden x = [ry;, T2, I'13 | gewahlt.

a) Wie lauten die Zwangsbedingungen fur den Massenpunkt?
[ ®1=riz3=0, @2 =17 +1i +1i3 — L2 =0 e
[ e1=rihi+15,—-21=0, @;=1{3-12=0
D @1 =Tprpr13—L=0
[ e1=rh+15:-1P=0, @,=r;=0

b) Welche Grol3en eignen sich als verallgemeinerte Koordinaten?

[ ru [J o2 [ s J «

c) Wie lauten die Zwangsbedingungen in expliziter Form?

11 [2 cos a
[ x=[xVl?-1r} [ x=|2sinal|L
0 . | 1
0 1 [ 0
[ x=|tL?-15 [J x=| sina |L
I3 ] | —cosa

Aufgabe 2
Klassifizieren Sie die folgenden Zwangsbedingungen. Beachte: Q und L sind konstant, die

Zeit wird durch t beschrieben und alle anderen Gro3en sind implizit zeitabh&ngig.

geometrisch
kinematisch
holonom
nichtholonom
skleronom
rheonom

I'%2+I'%3—L2=0
a—Qt=0
a=10

xsina—ycosB =0

&cosa—Bsinf =0
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Lagerung holonomer Mehrkorpersysteme

Aufgabe 1

Klassifizieren Sie die Lagerungen der folgenden ebenen Mehrkdrpersysteme:

a)
ft =
n =
f=

. n=
r=
777

b)
fu =
n¢ =
f=
n=
r=

d)
fu =
n¢ =
f=
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Aufgabe 2

Geben Sie fur folgende Systeme jeweils die Zahl der Freiheitsgrade und geeignete verall-
gemeinerte Koordinaten an. Tragen Sie die Koordinaten in die Zeichnung ein und benen-
nen Sie diese.

a) MKS des ITM-Logos Lllisr

b) R&aumlicher Manipulator

b) Unwuchterregte Maschine mit Schwingungstilger

|
Q = const.
y =
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Klassifizierung von Kraften
Aufgabe 1
a) Benennen Sie:

b) Eine Zugmaschine zieht einen Auflieger mit blockierten Hinterradern. Die Vorderrader
der Zugmaschine rollen ideal.

Wie werden die eingetragenen Kréfte bezeichnet?

aulere Kraft
innere Kraft
eingepragte Kraft
Reaktionskraft
ideale Kraft
nichtideale Kraft
P-Kraft
PD-Kraft
PID-Kraft

Aufliegergewicht Ga
Windwiderstand Fw
vertikale Aufliegerkraft Fv

horizontale Aufliegerkraft Fn

Normalkraft N1

Haftreibungskraft Ry

Normalkraft N2

Gleitreibungskraft Rz
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Massengeometrie eines Quaders

!

b4

Aufgabe 1

Ermitteln Sie den Trégheitstensor flr einen
homogenen Quader (Masse m, Kantenlan-
gen a, b und ¢) im korperfesten Koordinaten-
system.

dm = p dx dy dz

a
\
a) Bestimmen Sie das Massentragheitsmo- / ,
ment Iy, durch Integration (verwenden /\/ y
Sie dabei die Dichte p als HilfsgroRe). -

I'yx = =p f j- f dx dy dz

=pff | dydz:pjf dy dz

=pf | dz=pf dz
b
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c) Was versteht man unter einem "Hauptachsensystem™"? Erganzen Sie den Liickentext.

Fir jeden Koérper gibtes , bezuglich derer

das Tragheitsmoment maximal bzw. minimal ist. Diese Achsen stehen
zueinander und bilden mit einer dazu
dritten Achse die

Das von diesen Achsen aufgespannte  Koordinatensystem  wird als

bezeichnet. In diesem Koordinatensystem ist

II

Aufgabe 2
Wie lautet der Tragheitstensor

a) einer Platte (Masse m) ?

ll
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b) eines Stabes (Masse m) ?

]
<
Il

Aufgabe 3

Bestimmen Sie den Tragheitstensor I im Inertialsystem.

a) Wie lautet die Drehmatrix?

K:={0,x,y',z'}
[:={0,%x,y,2}

b) Fihren Sie die Transformation des korperfesten Tragheitstensors Iy ins raumfeste
Koordinatensystem durch.
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Virtuelle Arbeit der Reaktionskrafte

am Doppelpendel
Aufgabe 1 z

a) Die virtuelle Verschiebung eines Korpers mit den verallgemeiner-
ten Koordinaten y und dem Ortsvektor r;(y) lasst sich bestimmen
mit

b) Fur ein Doppelpendel findet man mit dem Lagevektor y =
[a; 2] und den Ortsvektoren und Jacobi-Matrizen

= =

r, = 2 =

fur die virtuellen Verschiebungen die Beziehungen

81‘1 = ’ 81‘2 =

c) Mit den verallgemeinerten Zwangskraften und Zwangsmomenten g = [81 82 83 84]
ergeben sich die Reaktionskréfte und Verteilungsmatrizen zu

fi
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d) Die virtuelle Arbeit der Zwangskréfte f; ist damit

e) Das Verschwinden der virtuellen Arbeit SW™ = 8y -JT - Q - g der Reaktionskréfte l4sst
sich auch mit der Orthogonalitatsbeziehung

| 0 0 1 0

| —sina; sina, 0 O

_ | cosa; —cosa, 0 O
= 5 ===
- == I 0 0 0 1

| 0 —sina, 0 O

| 0 cosa, 0 0

prufen.
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Lagerkrafte am Einzylindermotor

Aufgabe 1

Das Modell eines Einzylindermotors (rechte Abbildung) wurde mit folgenden verallgemei-
nerten Zwangskraften und Zwangsmomenten freigeschnitten (linke Abbildung), wobei der
Kolben als Punktmasse modelliert wird.

g=[F, F, F3 F, Fs F¢ F; Fg Fo F;p My M; M3 M,]

|

Freischnitt
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a) Wie lauten die Zwangskrafte und Zwangsmomente beztiglich der Schwerpunkte?

| I—

i —F,scosy+ F;ssiny—Fs(r—s)cosy + F,(r —s)siny

i —Fsbcosd— F,bsind — Fg(1—b)cosd —F,(1—b)siné

b) Wie lautet die Verteilungs-Matrix Q der Reaktionskrafte und Reaktionsmomente mit
— f{ -
f;
f;1=Q-87
I

1
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c) Uberpriifen Sie das Ergebnis mit der Orthogonalitatsbeziehung J* - Q = 0.

Hinweis: Die globale Jacobi-Matrix ergibt sich mit der verallg. Koordinate y = [y ] als

JT=[ —ssiny scosy 0 | —-rsiny—bd'sin6 rcosy—bdcosé 0 |..
—rsiny —18'siné 0 0] O 0 1 | 0 0 -8"T

d) Ermitteln Sie die globale Massen-Blockdiagonalmatrix M

|
I

e e e

I
|
|
|
|
|
I
I
-
|
|
|
|
|
I
I
I
|
4
|
|
|
I
I
I
|
|
|
_
|
I
I
I
|
|
|
|
|
|
T
I
|
|
|
|
|
I
I

T

e) Durch Links-Multiplikation der Newton—-Euler-Gleichungen mit QT - M~! ergeben sich
die Reaktionsgleichungen, mit dessen Hilfe sich die Lagerkrafte und -momente ermit-
teln lassen. Benennen Sie die Komponenten der Gleichung.

k(y,y,t) = q(y,y,t) + N(y,t) - g

Nl
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Nichtlineare und Lineare Bewegungsgleichungen

holonomer Mehrkérpersysteme
Aufgabe 1
Benennen Sie die folgenden Gleichungen, Matrizen und Vektoren. Erklaren Sie die Zusam-
menhange und die angewandten Prinzipe der Mechanik.

M J-y+ @ = T + Qg
[m1E 0 1 mﬁ [ mla:1 1 [fﬁﬁ ﬁﬁ
| 0 m,E | [Jr2| | mpa; | |f§| | Frz |
| 25 Hiy+| |= || + |...|-g
1 R1 Il 1 Nl'll 1 < FRl
l e I e 1] [P
M Jey+ JhE =Ta+ T Qg
M y + k = q
. (9K} dq\ (oM 0kl dq
M(ys’t) N+ <%|s _a_y s> ‘1 +<W|s "Ys +a_y|s _a_y 5>r| = Q(YS'Ys»t) _k(ys'YSrt) _M(YS't) Y5
M i + P -1+ Q ‘m = h

S(P+PD+-(P-PT)  ~(Q+QD+;(Q-QD

M -i§+®D + G 7+ (K + N) - = h
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Linearisierung und Transformation
der Bewegungsgleichungen des Doppelpendels

Aufgabe 1
Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen eines Doppelpendels ergeben sich zu
2 cos(ay — az) 0y &3 sin(oy — o) 2 sin oy
ml? ] + mlL? = —mgL [ ]
cos(a — az) 1 L &) —&? sin(oy — o) sina,

v

Diese Gleichungen sollen um die Ruhelage ys = [g] ,Ys = [0

0
y = ys + 1, wobei n der Vektor der linearen verallgemeinerten Koordinaten darstellt.

], Vs = [8] linearisiert werden. Es gilt

a) Berechnen Sie die folgenden Terme.

M(stt) = k(stYs't) =
oM aﬂ _
aal Vs B ay Vs.Vs

oM| aﬂ _
aaZ Vs - ay Vs.Vs
q(Ys:Ysrt) =

Jq _ 99 _
ay Vs:¥s ay Vs:¥s

b) Die linearisierten Bewegungsgleichungen lauten somit

mL? + mgL : = :
az az
—_— = = —_— — = —_— = = —_—— — = —— —_— — =
A 1

c) Verwendet man anstelle der Winkel die horizontalen Auslenkungen %,und %,
als verallgemeinerte Koordinaten, so erhalt man fur kleine Winkel die Bezie-

. b4 ~ . R,—% ~
hungen sina, = f ~ ®; und sina, = % ~ Ty, bzw.

T o o e M
(06} L )22
——— -1

U
d) Fuhren Sie eine Kongruenztransformation auf die neuen Koordinaten 1 durch.

S I LT:1 I ———
m 'I]+T T]ZO

UT-M-U

e) Andern sich dadurch die Eigenfrequenzen des Doppelpendels?
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Zustandsgleichungen von Mehrkdrpersystemen

Aufgabe 1
Wie lauten die Zustandsraumdarstellungen und die zugehorigen Blockschaltbilder von
idealisierten zwangserregten Schwingungssystemen, die durch ...

a) nichtlineare Bewegungsgleichungen beschrieben werden?
M(t) - ¥(O) + k(y,y,u,t) = q(y,y,u, t)

| X(0)

<
—
=)
=
S

) Blockschaltbild von a)
function(x, u, t)

b) lineare Bewegungsgleichungen beschrieben werden?
M(t) - 1i(D) + P -0 + Q1) -m(t) = h(u,t)

[ ] u(t t
al | ol . R
=| |- +| I
Lil | LI |
(0) x(t) b D Blockschaltbild von b)

A t N———
© B(t)-u(t)

Hinweis: Da es sich um ein lineares System handelt, kann b(u,t) auch durch die Ein-
gangsmatrix B(t) und den Vektor der Eingange u(t) dargestellt werden.

Aufgabe 2

Um hohe Krafte bei stol3artigen Stérungen (z.B. bei einem
Fahrwerk) zu verhindern, kdnnen Federn & Dampfer in Reihe m
und zusatzlich parallel geschaltet werden. Das resultierende C
Koppelelement hat eine Eigendynamik (PID-Kraft). Die Koor- ©
dinaten y und w bezeichnen jeweils Auslenkungen aus der Y(t)‘AL
Gleichgewichtslage fiir den Eingang u = 0. '

a) Schneiden Sie das System frei.

w(t)

u(t)
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b) Wie lautet die Newtonsche Gleichung fur den starren Korper mit der Masse m?

my =

d) Wie lautet der Zustandsvektor des Schwingers?

X =

e) Welche Form haben die Zustandsgleichungen?

x(t) NG x(t) B(t) u(t)

Die Einfuhrung von u in die Zustandsgleichung ist beim Auftreten von Unstetigkeiten wie
Sprangen in u(t) fur die numerische Simulation ungunstig. Durch eine andere Wahl der
Zustandsgrof3en lasst sich dies vermeiden:

X=[y v W] mtw=w-—u

f) Welche Form haben nun die Zustandsgleichungen?

(1) A(D) x() B(t) u(t)
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Fundamentalmatrix des Doppelpendels

Aufgabe 1
Die linearisierten Zustandsgleichungen eines vereinfachten Doppelpendels

(siehe auch A14) lauten fur % =1und mity = [;1]
2

3—11
1 1]

A~

01 E
:l‘]l - x=A-x, A=

- x=

= |

n -n 1 0
a) Wie lautet die Fundamentalmatrix
®(t) = E+At+ A2 + A + -

bei einer Reihenentwicklung bis zum Glied dritter Ordnung?

E—Extz i—Et+%xt3
Q e =|--—----—- et
xt+%x2t3 I E—%xtz
|
E—%xtz i Et—%xt3
A ®O) = |
—xnt+-n"t> | E—Ext

b). FUihren Sie die Berechnung der Fundamentalmatrix bis zu Gliedern 3. Ordnung aus.

B(t) =| ——mmmmm A —

c). Welche Form hat die allgemeine Losung zu Beginn der Bewegung, t « 1, fur die An-
fangsbedingungx,=[1 0 0 0]°?

[1-2¢2] (1-2¢2 ]
2 2
x(t) = x(t) =
- —t—2 13 - —3t+2 3
2 3
_ 143 t—2¢3
L 6 . - 3 J

Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von Frage b).
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d) Durch numerische Integration mit dem Computer findet man folgende Lésungskurven.
Ordnen Sie diese mit Hilfe des Ergebnisses von Frage c) den Zustandsgrof3en zu.

1.5
dx®
1.0 D Xz(t)
0.5 [ %
[l PAQ)
|
1Q. Zeit 15.
- 0.5
- 1.0
- 1.5
0.5 2
/\ Q %O
4L\

=105

\/5. N \Q/ , 1/t 15. 0 xs(0
L x4

1.0
05 4 x:(0)
A x2(0)
5. 10. L \5 %
~ 05 “ Q%

1/\ /\ f a0
/\ /\ 4 x2(0)

l v 5.\/ 10\ eit/ 15. 0 xs(0
o5 WV, 3.0
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Freie Schwingungen, Modalanalyse
und Entkopplung von Teilschwingungen

Aufgabe 1

Freie Schwingungen von gewohnlichen MKS kdnnen durch das Lésen von Eigenwert-
Problemen (EWP) analysiert werden. Hierbei kann das System entweder transformiert
im Zustandsraum oder in Form der linearen mechanischen Bewegungsgleichung be-
trachtet werden. Stellen Sie beide Vorgehensweisen gegenuber und ergénzen Sie die feh-
lenden Angaben.

x=A-x €R*™f M) - §(t) + P(t) - y(©) + Q1) - y(t) = 0 € R™f

charakteristisches Polynom charakteristisches Polynom (schwache Dampfung)
p(A) = det( ) - 1 X q) = det( )
pQ) = mq( )
= EW ) & EV = EW & EV§;
Ahnlichkeitstransformation Massennormierung & spezielle Transformation
X=X % . _ 1 B o
' 1 Vi = Vi » Y=[9 5]
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Aufgabe 2

Die linearisierten Zustandsgleichungen eines vereinfachten Doppelpendels
(siehe auch A14) lauten fir % =1 und mitf{ = [;1]
2
0 0 I E 3 -1
> = x=A'x, A=|-—————— L—|, M1.K= :
1 -M1.K! o0 -1 1

a) Stellen Sie das charakteristische Polynom auf.

b) Wie lautet die charakteristische Gleichung?
d p)=2*+8A2+2=0
O p)=2+422+2=0
O py=2*+222+1=0
L pM)=2*+422+1=0

c) Die Eigenwerte des Doppelpendels sind durch

)\1 = i(l)l y )\2 = —i w1 , }\3 = i(l)z y )\4 = —i Wy gegE,‘ben
Wie grof3 sind die Eigenfrequenzen?

D (1)1,2: 4im

O o2=v2%V3
D W1 = zi\/i
A w,=1

d) Aus welchen Standardfunktionen setzt sich die allgemeine Losung zusammen?
D elwlt e—i(.l)lt el(th e—i(.l)zt
D ei(01t t eimlt e—icolt t e—icolt

| sinw t, coswit, sinw,t, cosw,t
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Aufgabe 3
Die Bewegungsgleichungen eines ungedampften Zweimassenschwingers, der zwangser-
regt wird, ergeben sich zu

R s P
M K h

a) Bestimmen Sie zunachst das charakteristische Polynom.

q(A) = det(MA? +K) =

U = Up =

c) Wie lauten somit die Eigenwerte?

}\1: }\2: )\3: )L4:

d) Berechnen Sie die zugehdrigen Eigenvektoren.

e) Geben Sie alle linear unabhéngigen Eigenvektoren in der Modalmatrix mit der Form Y =
[¥; ... Vi ... ] an, wobei die Eigenvektoren ¥; zuvor mit

¥; massennormiert werden sollen.

__ 1
Yi = T—
[yT-My;

g_ 1
V6

f) Wie lauten die modal transformierten Bewegungsgleichungen
M-y +K- ¢ =hinden Normalkoordinaten § = Y~! - y?

|
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Eigenschwingungen und freie Schwingungen
eines allgemeinen Mehrkdrpersystems

Aufgabe 1

Die Zustandsgleichungen eines Schwingers mit elasti-
schem Dampfer lauten fir m = 1000 kg, c = 5000 N/m,
d = 1250 Ns/m und k= 1000 N/m m

0 1 0 y o
-6 0 5 |[-x mit x=l Y] y(t)
4 0 —4 w

a) Formulieren Sie die Eigenwertaufgabe. k

I ] w(® ¢

I I
I |- =0

|

b) Bestimmen Sie die charakteristische Gleichung.

X =

c) Berechnen Sie die Eigenwerte.
A= +i, Ay = ) A3 = =2

d) Bestimmen Sie einen Eigenvektor zum Eigenwert 5.

| | —
| I

e) Wie lautet die Modalmatrix?

[0.75—-0.251 0.75+0.251i 1]
X=1] -1-05i —1+0.5i -2
J 1 1 2 |

[0.75+0.251i 0.75-0.251 1]
X=| —-1+0.5i —-1-05i -2
J 1 1 2]

[0.75+0.251 —1+0.51 1
X=(0.75-0.25i —-1-0.5i 1
= 1 -2 2
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f) Wie lautet die Zustandsgleichung in Normalkoordinaten £ = X1 -x ?

= I
t |

Damit lautet die allgemeine homogene LAsung

x() =X -eM . X1.xg=c; & eI 4 ) %, 17D o g o728

g) Von welchem Typ missen die Konstanten sein, um einer reellen Anfangsbedingung zu
genugen?

[ €ER [ c<€ER b < ER
d c€cC [d c€C [ €EC

h) Unter welcher Bedingung ergibt sich die zum Eigenwert 5, gehdrige aperiodische
Schwingungseigenform?

A =0 4 =0 d =0
b «a#0 A c#0 [ c+#0

i) Geben Sie die Anfangsbedingungen an, die zu der aperiodischen Schwingungseigen-
form fuhren.

}"0
XO = |:y0“ =
Wo

]) Welche Bewegung stellt sich ein?

0 M|
50 ' . . . . 1.5
10 w(t) 1 10 w(t)
0.5[ y()
0.0 2
0.0 S —
-1.0F / v ] -0.5( y(@)

=20 - - : . - 1.0
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Stabilitat

Aufgabe 1

a) Gegeben sind ein asymptotisch stabiles, ein stabiles und ein instabiles Schwingungs-
system zweiter Ordnung. Ordnen Sie die Lésungen den entsprechenden Systemklas-

sen zu.

Lésung |

D

X
\O\ Lésung |l

Lésung Il

X1

asymptotisch stabil

stabil

instabil

b) Welches Stabilitatsverhalten weisen die linearen Systeme mit den folgenden Eigenwer-

ten auf?
AM=-1, =1, A3, = £20i
AM=-1, A3=1%£100i , A,= —10
AMp,=0, A3,=-5£100i ,d;,=1
Mp=1, A3,=—-100£201i, dy, = 2
}\1 2,34 — 1 ' d1,2,3,4- =1
}\1,2,3,4- =0 d1,2,3,4- = 4
M=-1,2A= -2, 3= -5, A, = —-10

Al == _0,1 y }\2'3 = -1 i 10 i, }\4 = _10
= —1 y A3 = 1, }\4 = _10, d1,2 =1

asympt.
stabil

grenz-

stabil instabil

L

I NNy IRy N Iy Ny W Ny
(I Ny Ny Iy Iy Iy By By Wy
(I Ny Ny Iy Iy Iy By By Wy
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Schwingungsanalyse einer Fordereinrichtung

Eine Fordereinrichtung wird durch das skiz-
zierte mechanische Ersatzsystem model- A y

liert. Das Laufrad (Radius R, Masse mj, ®
Tragheitstensor 1 = diag {B, B, A} beziig- Lo

lich des Massenmittelpunktes C,) tragt tber my, A
ein masseloses, elastisches Seil (Steifigkeit R
C, entspannte Lange ry) eine punktférmige

Last (Masse m,). Das Laufrad rollt entlang

der raumfesten X-Koordinate (Winkel ¢ e
bzgl. der skizzierten Stellung).

Die Bewegung soll fur kleine Schwingungen
um die stabile Gleichgewichtslage analy-
siert werden. Die Bewegungsgleichungen
sind mit Hilfe der Newton—Eulerschen
—-Gleichungen zu ermitteln.

Erstellen der Bewegungsgleichungen

a) Wie lautet der Lagevektor?

d y= o U] ad y=v
d y=e d y= lo Ur]
d y= [Ur]

b) Beschreiben Sie die Lage der beiden Kérper im Inertialsystem in Abhangigkeit der ver-
allgemeinerten Koordinaten.
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c) Wie lauten die Jacobi—Matrizen?

Jry = , Jr1 = )

Iy =

d) Welche Beschleunigungen ergeben sich?

a1 = ’ al

e) Welche eingepragten Krafte und Momente wirken auf die freigeschnittenen Korper des
Systems bezuglich ihrer Schwerpunkte?

Skizze:

e __
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g) Wie lautet die globale Jacobi-Matrix des Systems?

Durch Anwenden des d'Alembertschen Prinzips ergibt sich die Bewegungsgleichung
M-y+k(y, y) =q()

mit
'm;(R? + €2) —2m;Recos@ + myR® + A m,Rrcosy m,Rsiny
M= m,R rcos m,r? 0
| m,R sin | 0 m,
'm;R € ¢? sin@ + 2m,R i {rcos P — myRr % sin s
k= 2 m,r iy
—m, r {2

RF(t) —em; g sing
q= —m,grsiny
| —c(r—rp) + m, g cosy

Linearisierung der Bewegungsgleichungen

h) Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung um die freie Gleichgewichtslage

m; g

Vs = [0! 0,1"5] ) I's = Ty +

mit
y® =y +n® . n=[3 U, 7
Geben Sie die Matrizen und den Erregervektor der linearen Bewegungsgleichung

M-1+(D+G) M+ (K+N)-n=h(t)
an:
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D= . G=

K= , N =

h =
Fur eine spezielle Wahl der Parameter

m =m,=m, £=I2—{ , Ig= 8R , A=ZmR2, F(t) =fymRcosQt
und mit den Abkirzungen

2 _ 8 2 _ ¢
PgTR o WeTh

erhéalt man die lineare Bewegungsgleichung
ooé /2 0 0

2 8 0 f,cos Qt
8 64 0|'qn+| O 8(1); 0 m= 0
0O 0 1 0 0 w2 0

Analyse der freien Schwingungen

i) Wie lauten die Bewegungsgleichungen fur die freien Schwingungen?

J) Welcher Schwingungstyp liegt vor?

zirkulatorisch
nichtzirkulatorisch
gyroskopisch konservativ
nichtgyroskopisch konservativ
gyroskopisch gedampft
nichtgyroskopisch gedampft

HINIRIEI R
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k) Stellen Sie das charakteristische Polynom auf.

m) Ermitteln Sie die zugehorigen Eigenvektoren.

Vi

o~ | Y22 ~

y2

o~ Y32 ~

y3:

n) Skizzieren Sie die Eigenschwingungsformen.

1. Eigenschwingung 2. Eigenschwingung 3. Eigenschwingung
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Analyse der erzwungenen Schwingungen

0) Formulieren Sie den Erregervektor in den verschiedenen Darstellungen.

h(t) = cosQt + [ ]sinﬂt
]
_ ei0t _|_| | e—i0t
I |
cos (Qt- )]
=) |
= I
“““““ I
“““““ |

p) Zur Bestimmung der Frequenzgangmatrix werden folgende Grofzen und Matrizen be-
notigt.

—

(—-Q2M +K) =

e —|

det (—Q2M +K) =

adj (—02M +K) =

| |
| |
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g) Wie berechnet sich die Frequenzgangmatrix?

[ Fu = (—-Q2M + K) I:IFM=m (—02M +K)

[ Fy = (—02M + K)* [ Fu =m adj (—Q2M + K)

[ Fy = adj (—Q*M + K)™?

r) Wie lautet der Amplitudenvektor der stationaren Antwort yy = q,e'™ + q;e™* ?

qQo =

s) Welche Phanomene treten bei einer harmonischen Anregung mit verschiedenen Fre-
quenzen () auf? (Annahme: alle Eigenwerte sind einfach, w. # oog/ V8 )

wg/
Erregerfrequenz ) = W1 W, w3 W V8

strenge Resonanz

Resonanzerscheinung

Scheinresonanz

Tilgung
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Hubschwingungen eines Automobils

Die vertikalen Hubschwingungen eines Au-
tomobils lassen sich durch ein sogenanntes —

Viertelfahrzeugmodell beschreiben. Vernach- "
lassigt man die Reifendampfung, so erhalt :
man die Bewegungsgleichung ° Autbaumasse
o "y
M-y(t)+D-y()+K-y() =h(t)
mit den Systemmatrizen
M = [ml 0 ] D= [ d, _dl] | k, [ 4, Radaufhangung
O mz _dl d1
kl _kl 0 Achs- und
K= [—kl k, + kz] , h= [kz] u® - o M2 Radmasse
Bei Uberfahrt einer Wellenbahn (Wellenlan- Ey Reifen

| "N

i Fahrbahn

ge [, Amplitude u,) mit variabler Geschwin-
digkeit v ergibt sich eine sinusférmige Anre-
gung u(t) = uycosQgt mit geschwindig-
keitsabhangiger Erregerfrequenz

Qg =2nv/l.

a) Wie lautet die Zustandsgleichung des Systems fur die Zahlenwerte

Y2
u

Aufbaumasse m; = 300 kg
Achsmasse m, = 20 kg ,
Aufbaufederkonstante k; = 12000 N/ m,
Dampferkonstante d; =600N/m ,
Reifenfederkonstante k, = 108000 N/ m
Fahrbahnamplitude U, =0.01m?

X = X + cos (gt
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b) Wie lautet der komplexe Erregervektor der harm. Anregung b(t) = b, e!?t + by, e 7192Et?
by = | ]
c) Wie berechnet sich der komplexe Amplitudenvektor der stationdren harmonischen

Antwort x(t) = g, elPEt 4 gi e 10Et 2
[ -1

8o =

d) Wie ergeben sich daraus Amplituden- und Phasengang fur die beiden Lagegrof3en
y, () und y, (1) ?

yi: a,(Qp) = , Y1 (Qg) =

y2 i a(Qp) = , U, (Qg) =

e) Durch numerische Berechnung findet man die folgenden Frequenzgénge.

Interpretieren Sie die Verlaufe.
004 I I I I I [ [ I I

©
o
»

o
o
ro

o
o
—_

Amplitudenfrequenzgang

N

o

o
T

150} 2

100 .

Phasenfrequenzgang [deg]

[6)]
o
T

]

Y2

/

| 1 1 1 1 1 ‘Q‘E
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Erregerfrequenz Q. [rad/s]
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f) Im Bode-Diagramm erkennt man die Feinheiten des Amplitudengangs besser.

—
Q.

—i
TTTTT T T T

T

N\

o

C

©

o

N

C

(0]

=

O

o

=

(0]

©

£ 10

5 F

£ E

<\53 I

S 1g° | logQg

10 10 107

&

g 0 i

o

S -501 Y2 .

o

N

( ol

g -100- .

o

o

S -150- 3

%]

©

=

o -200- .

_250 L . ; ; T N logQE

10° 10 107

Erregerfrequenz Q. [rad/s]
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Kinematik des Einzylindermotors

€

Das Kurbelgetriebe des Einzylindermotors
besteht aus der Kurbel (Korper 1), dem
Pleuel (Koérper 2) und dem Kolben (Korper
3). Das Kurbelgetriebe hat

Freiheitsgrade. Als verallgemeinerte Koor-
dinate wird der Winkel y und als abhéngige
Hilfsvariable der Pleuelwinkel §(y) einge-
fuhrt. Die geometrischen Abmessungen
werden durch das Lenkstangenverhaltnis

A= %gekennzeichnet.

a) Welche Beziehungen bestehen
zwischen der verallgemeinerten
Koordinate y und der Hilfs-
variablen §?

siné =

cosd =

=6=

A EC

b) Fur die zeitlichen Ableitungen der Hilfsvariable &,

ds 08 dy d§’ 08" dy .

at aydt Y at oy dt

sollten zunachst die partiellen Ableitungen der Hilfsvariablen nach der verallgemeiner-
. T . . d(arcsinx) 1

ten Koordinate y berechnet werden. Vervollstandigen Sie diese. ( Foam m)

a6 ., B

a—y._ =
1— cos 6
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98" 5" = _
ay cos3 8

Berechnen Sie die Ortsvektoren, Drehtensoren, Jacobi-Matrizen, die lokalen Geschwin-
digkeiten und die lokalen Beschleunigungen der folgenden Bauteile:

c) Kurbel:
rl = ] Sl = )
V; = y + , W1 = = y +
—_— ———— ;v_; ~———— ~————
JT1 \Z1 Jr1 ®q
51_ y+‘_/1, 61— y+(1)1
| J
d) Pleuel:
I‘z = y SZ = 1
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Vy, = y + , W, = = . y +
IT2 \Z) Jr2 ®;
52: y+‘_72, ﬁz= y+(T)2
e) Kolben:
I'3 = S3 == '
V3 = y+ , W3 = = y+
J13 V3 Jr3 w3
53_ y+‘./3, ﬁ3= y+(T)3
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Nichtlineare Bewegungsgleichung
des Einzylindermotors

Fur die Herleitung der Bewegungsgleichungen werden A
neben den in Arbeitsblatt B2 entwickelten kinematischen e
Grundlagen folgende Angaben bendtigt:

a) Massengeometrie e

Die Kurbel, das Pleuel und der Kolben haben folgende V
Massen und auf den jeweiligen Massenmittelpunkt
bezogene Haupttragheitsmomente

Kurbel my, [,
Pleuel m,, [,
Kolben mgy

Unter der Voraussetzung, dass die z—Achse jeweils
Haupttragheitsachse ist, lauten die wesentlichen Ele-
mente der Tragheitstensoren im raumfesten Koordina-
tensystem

0 1

b) Eingepragte Krafte und Momente

Als eingepragte Krafte und Momente wirken neben den Gewichtskraften die Gas-
kraft F und das Abtriebswiderstandsmoment M, .

f

= fe = o fe =

Ro
|
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c) Formulieren Sie die Newton-Eulerschen Gleichungen

‘0




‘0 Institut fir Technische und Num. Mechanik Maschinendynamik
0’ Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard / Dr.-Ing. P. Ziegler B 23

d) Schreiben Sie die Jacobi-Matrix des Gesamtsystems an.

|
|
J" = I
|
|
1

e ————————]

e) Die Bewegungsgleichung ergibt sich nun durch Elimination der Zwangskrafte. Erganzen
und vereinfachen Sie die folgende Gleichung.

{m,
+m, ( )
+m;( )
+1;,

+lz, %

+IZZ }YZ

oder abgekiirzt My+ky?=q.



