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Punkte Korrektur!

Aufgabe 1 (9 Punkte)

a) Welche Stabilitätseigenschaften haben die folgenden linearen Systeme, die durch
ihre Eigenwerte ω, durch ihre Systemmatrix A, durch ihren Zeitverlauf xptq oder
durch ihr charakteristisches Polynom ppωq charakterisiert sind?
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xptq “ e´2t cosptq ` e0.5t sinptq
A P R3ˆ3 mit ω1 “ ´1, ω2 “ ´2
ppωq “ ω3 ` 3ω2 ` 3ω ` 1 mit ω1 “ ´1

b) Der Drallsatz eines freien Starrkörpers bezüglich seines Massenschwerpunktes C
im Inertialsystem ist gegeben durch

Ic 9ω ` rωIcω “ Mc. (1)
Kreuzen Sie an, ob die folgenden Aussagen bezüglich (1) wahr oder falsch sind.

wahr falsch

Es gilt rωIcω “ 0, falls ω parallel zu einer Hauptträgheitsachse
von Ic ist.

Es gilt rωIcω “ 0, falls ein ebenes Problem vorliegt.

Es gilt immer rω “ rωJ.

Die Deviationsmomente von Ic können negativ sein.

Die Diagonalelemente von Ic können negativ sein.

Der Trägheitstensor Ic ist immer symmetrisch.
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Aufgabe 2 (7 Punkte)

Der auf den Massenschwerpunkt bezogene Trägheitstensor I eines starren Körpers im
Koordinatensystem K ist gegeben durch

I “
»

–
I1 0 0
0 I2 cos2pεq ` I3 sin2pεq pI2 ´ I3q cospεq sinpεq
0 pI2 ´ I3q cospεq sinpεq I3 cos2pεq ` I2 sin2pεq

fi

fl .

Im Folgenden soll der Trägheitstensor in das Koordinatensystem K1 überführt werden.
Das Koordinatensystem K1 ist um den Winkel ε um die e1-Achse in positive Richtung
gegenüber dem Koordinatensystem K verdreht.

a) Geben Sie die Rotationsmatrix SKK1 an, welche die Verdrehung von K1 gegen-
über K beschreibt.

SKK1 “

»

—————–

fi

"""""fl

b) Geben Sie die Formel zur Transformation des Trägheitstensors I in das Koordina-
tensystem K1 an.

I 1 “

c) Bestimmen Sie den Trägheitstensor I 1 des Körpers im Koordinatensystems K1.
Hinweis: sin2 ε ` cos2 ε “ 1.

I 1 “

»

—————–

fi

"""""fl

d) Ist K1 ein Hauptträgheitsachsensystem des Körpers? Begründen Sie Ihre Antwort
kurz.

Aufgabe 3 (7 Punkte)

Ein ebener Mechanismus besteht aus zwei
geführten starren Körpern (Schwerpunkte
C1 und C2), die über eine masselose Kop-
pelstange der Länge L verbunden sind.
Beide Körper sind jeweils über eine Fe-
der an die Umgebung gekoppelt. Die La-
ge der Körper wird durch die Ortsvekto-
ren r1 “ rr1x r1ysJ und r2 “ rr2x r2ysJ

sowie die Drehwinkel ε1 und ε2 beschrie-
ben. In der skizzierten Lage ist ε1 “ 0 und
ε2 “ ω

2 . Der Vektor der verallgemeiner-
ten Koordinaten der freien Körper ist durch
x “

“
r1x r1y ε1 r2x r2y ε2

‰J ge-
geben. Es gilt stets r1y, r2x ! 0.

x

y

C1

C2

L

a) Geben Sie die Anzahl der Freiheitsgrade für das ungebundene und gebundene Sys-
tems an.

fu “ , f “

b) Bestimmen Sie den Vektor der impliziten Bindungsgleichungen.

εpxq “

»

—————————————–

fi

"""""""""""""fl

“ 0

c) Können alle Lagerreaktionen eindeutig berechnet werden? Begründen Sie Ihre Ant-
wort kurz.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Die Laufkatze (Schwerpunkt C1, Mas-
se m1, Trägheitsmoment I1) eines Brücken-
krans transportiert einen als Massenpunkt
modellierten Container (Schwerpunkt C2,
Masse m2). Die Elastizität des Zugseiles
wird durch eine Feder (Federkonstante k,
ungespannte Federlänge l0) modelliert. Die
Bewegung der Laufkatze in e1-Richtung
wird durch x1ptq vorgegeben. Die Koordi-
nate s beschreibt die Auslenkung der Fe-
der aus dem ungespannten Zustand und
die Koordinate ϑ beschreibt die Auslenkung
des Containers aus der Vertikalen. Das Sys-
tem unterliegt der Erdbeschleunigung g. Im
Folgenden soll eine ebene Betrachtung des
Systems erfolgen.

e1

e2

C1

m1, I1

x1ptq

k

C2, m2

ϑ s
g

a) Klassifizieren Sie das gegebene ebene System, indem Sie die Anzahl der Freiheits-
grade fu des ungebundenen Systems, die Anzahl der Freiheitsgrade f des gebunde-
nen Systems und die Anzahl n der unabhängigen Zwangsbedingungen bestimmen.

fu “ , f “ , n “

Welcher Vektor der verallgemeinerten Koordinaten eignet sich zur Beschreibung
der Kinematik? Kreuzen Sie die richtige Antwort an.

y “
“
x1ptq ϑ

‰J˝ y “
“
s k

‰J˝ y “
“
s ϑ

‰J˝
b) Geben Sie die Positionen des Schwerpunkts C1 der Laufkatze und des Schwer-

punkts C2 des Containers in Abhängigkeit der verallgemeinerten Koordinaten y
und den gegebenen Größen an.

r1 “

»

—–

fi

"fl , r2 “

»

—–

fi

"fl

c) Bestimmen Sie die Geschwindigkeiten des Schwerpunkts C1 der Laufkatze und des
Schwerpunkts C2 des Containers.

v1 “

»

—–

fi

"fl 9y `

»

—–

fi

"fl ,

v2 “

»

—–

fi

"fl 9y `

»

—–

fi

"fl

d) Bestimmen Sie die Beschleunigungen des Schwerpunkts C1 der Laufkatze und des
Schwerpunkts C2 des Containers.

a1 “

»

—–

fi

"fl :y `

»

—–

fi

"fl 9y `

»

—–

fi

"fl ,

a2 “

»

—–

fi

"fl :y

`

»

—–

fi

"fl 9y `

»

—–

fi

"fl

e) Geben Sie die eingeprägten Kräfte des Systems an.

fe
1 “

»

—–

fi

"fl , fe
2 “

»

—–

fi

"fl
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Aufgabe 5 (4 Punkte)

Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen eines gewöhnlichen Mehrkörpersystems lauten

Mpy, tq :y ` kpy, 9y, tq “ qpy, 9y, tq
und sollen in die nichtlineare Zustandsform 9x “ fpx, tq überführt werden. Nehmen Sie
an, dass Mpy, tq positiv definit ist.

a) Wie lautet ein Zustandsvektor x in Abhängigkeit des verallgemeinerten Koordina-
tenvektors y?

x “

»

—–

fi

"fl

b) Bestimmen Sie die rechte Seite fpx, tq der Di!erentialgleichung.

fpx, tq “

»

—–

fi

"fl

Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen eines sphärischen Pendels lauten

fpx, tq “

»

———–

9ε
9ϖ

´2 9ε 9ϖ cos ε
sin ε

ϱ cos ε
sin3 ε ´ g

R sin ϖ

fi

"""fl

mit den verallgemeinerten Koordinaten y “
“
ε ϖ

‰J und den konstanten Parametern
ϱ, R und g. Im Folgenden soll das System um den Arbeitspunkt ys “

“
0 ω

2
‰J,

9ys “
“
0 0

‰J linearisiert werden.

c) Vervollständigen Sie die Systemmatrix A des linearisierten Systems an.

A “

»

—————————–
˚

˚

fi

"""""""""fl

Aufgabe 6 (9 Punkte)

Die linearisierten Bewegungsgleichungen eines gewöhnlichen Mehrkörpersystems sind
gegeben durch

„
M ` m ´mb sin !0

´mb sin !0 J ` mb2

#
:ϑ `

„
0 0
0 d

#
9ϑ `

„
k 0
0 mbg

#
ϑ “ 0,

wobei M, m, d, k, g ! 0 und ϑ “
“
ς1 ς2

‰J gilt.

a) Geben Sie das charakteristische Polynom zur Bestimmung der Eigenwerte des Sys-
tems an.

qpωq “ det

¨

˚̋

»

—–

fi

"fl

˛

‹‚

b) Berechnen Sie die Eigenwerte des Systems für !0 “ 0 und M “ m.

ω1,2 “ ˘i , ω3,4 “

c) Geben Sie die Menge der Werte !0 an, für welche ς1 und ς2 keinen Einfluss
aufeinander ausüben.

!0 “

d) Klassifizieren Sie das lineare System für !0 “ ω
2 .

l fremderregt l gedämpft l konservativ l asymptotisch stabil

l frei l ungedämpft l nicht-konservativ l grenzstabil

2I
(U +m)X + K - mbsinY X

- mbsinY X (3 + mbx + dx + mbg

- Icms =Jd-4mbg(3 +mbz)
2 (3 + m62
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Aufgabe 7 (17 Punkte)

Ein Klotz der als Massenpunkt pC2, m2q
modelliert ist, sei mit Hilfe eines masse-
losen Seils mit der Feder 2 (Federsteifig-
keit k2) verbunden. Das masselose Seil rollt
dabei über eine Umlenkrolle pC1, m1, I1q
ohne zu gleiten. Die Umlenkrolle ist über
die Feder 1 (Federsteifigkeit k1, ungespann-
te Federlänge l0) mit der Umgebung ver-
bunden. Die verallgemeinerten Koordinaten
sind zu y “

“
x ε

‰J gewählt. Die verallge-
meinerte Koordinate x gibt die Auslenkung
aus dem ungespannten Zustand von Feder 1
an. Die zweite verallgemeinerte Koordina-
te ε beschreibt den Auslenkwinkel der Um-
lenkrolle. Für ε “ 0 ist die Feder 2 ent-
spannt. Die Länge h0 beschreibt die Höhen-
di!erenz der beiden Körper für ε “ 0. Das
System ist reibungsfrei gelagert und unter-
liegt der Erdbeschleunigung g. Im Folgen-
den soll mithilfe des Prinzips der virtuellen
Arbeit die Gleichgewichtslage des Systems
bestimmt werden.

e1

e2

C1, m1, I1

k2

C2, m2

k1

h0

l0

r

g

x

ε

a) Geben Sie den Ortsvektor zu den Schwerpunkten C1 und C2 in Abhängigkeit
von y an. Bestimmen Sie zusätzlich die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe aus
der Anschauung heraus.

r1 “

»

—————–

fi

"""""fl
, r2 “

»

—————–

fi

"""""fl
, ω1 “

»

—————–

fi

"""""fl

b) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen der Translation der Körper. Bestimmen Sie
zusätzlich die Jacobi-Matrix der Rotation der Scheibe.

JT1 “

»

—————–

fi

"""""fl
, JT2 “

»

—————–

fi

"""""fl
, JR1 “

»

—————–

fi

"""""fl

c) Bestimmen Sie die virtuellen Verschiebungen und Verdrehungen.

φr1 “

»

—————–

fi

"""""fl
, φr2 “

»

—————–

fi

"""""fl
, φs1 “

»

—————–

fi

"""""fl

d) Wie lautet das Prinzip der virtuellen Arbeit der eingeprägten Kräfte im statischen
Gleichgewicht für das gegebene System?

φW e “

Im Weiteren soll k1 “ k2 “ k gelten.

e) Bestimmen Sie die eingeprägten Kräfte und Momente.

f e
1 “

»

—————–

fi

"""""fl
, f e

2 “

»

—————–

fi
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»
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fi

"""""fl

f) Geben Sie die virtuelle Arbeit der eingeprägten Kräfte im statischen Gleichgewicht
in der folgenden Form an.

φW e “
ˆ ˙

φx

`
ˆ ˙

φε “ 0

g) Welchen Wert nehmen die verallgemeinerten Koordinaten im statischen Gleichge-
wicht an?

εs “ , xs “

O O O

- Sx -Sx-Sur O

O O Sa

SF + Sife + Sil = 0

O O

- Mig + kx + k(X- kr) -Mag

g O

8

O

Kr(X - kr)
g - r O

- (x + 10) - Cla+ X +h+ cr) O

O O *
my -kx + gmy
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Kr(X - kr) + megr

S O O O O O

- 1 O -1 - p O O me + 3m2 Metame
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Aufgabe 8 (6 Punkte)

Für ein konservatives lineares System im Zustandsraum

9x “
„

0 E
´M ´1K 0

#
x

mit dem Zustand x “
“
y 9y

‰Jsind die Eigenwerte ω1 “ 2i, ω2 “ ´2i, ω3 “ 4i und
ω4 “ ´4i gegeben. Hinweis: Die Eigenlösung hat die Form yiptq “ ỹieϑit.

a) Vervollständigen Sie die zugehörigen Eigenvektoren.

x̃1 “ 1?
3

»

—————————–

1

2

fi

"""""""""fl

, x̃2 “ 1?
3

»

—————————–

fi

"""""""""fl

,

x̃3 “ 1?
3

»

—————————–

´
?

2

?
2

fi

"""""""""fl

, x̃4 “ 1?
3

»

—————————–

fi

"""""""""fl

b) Geben Sie die zugehörige Modalmatrix der Eigenvektoren an.

X “ 1?
3

»

—————————–

fi

"""""""""fl

c) Vervollständigen Sie die Gleichung zur Berechnung der Fundamentalmatrix.

!ptq “ X

»

—————————–

fi

"""""""""fl

looooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooon
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