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Federkraft     

Gleitreibungskraft  Fୋୖ     

Kraft im Gelenk     

Normalkraft F     

Haftreibungskraft Fୌୖ     

Gewichtskraft der Stange     

 

Aufgabe 1 (10 Punkte) 

Das abgebildete, ebene Mehrkörpersystem besteht 
aus einem Rollkörper, der ohne zu gleiten auf einer 
Ebene rollt. Am oberen Gelenk des Rollkörpers ist 
eine Stange angebracht, auf der eine weitere 
Masse reibungsfrei gleitet. Die Masse ist mit der 
Stange über eine Feder gekoppelt. 
 

a) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? 

               f =
− − − − −

 

b) Geben Sie einen geeigneten Vektor der verall-
gemeinerten Koordinaten an. Tragen Sie die 
gewählten verallgemeinerten Koordinaten in die 
Skizze ein.  

               𝐲 = ቂ
− − − − − − − − − − − − −

ቃ


 

c) Bestimmen Sie für das ebene Mehrkörpersystem zusätzlich die Anzahl der 
Freiheitsgrade des ungebundenen Systems f ୳, die unabhängigen Lager-
wertigkeiten n sowie die überzähligen Lagerreaktionen r. 

 

f ୳ =
− − −

 ,               n  =
− − −

 ,                r   =
− − −

 
 

d) Klassifizieren Sie die folgenden, im System auftretenden Kräfte. 
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Fୌୖ 

Feder 

Fୋୖ 
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Stange 

Roll-
körper 
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Aufgabe 2 (7 Punkte) 

a) Welche Stabilitätseigenschaften haben die folgenden linearen Systeme, die 
durch ihre Eigenwerte λ oder durch ihre Lösung x(t) charakterisiert sind? 

 

b) Klassifizieren Sie die folgenden Zwangsbedingungen. Es sind L, ω konstant 
und t repräsentiert die Zeit. Alle anderen Größen sind implizit zeitabhängig. 
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2r୶
ଶ + r୷

ଶ = L       

ṙ୶ = ω sin(ωt)       

α = ωt + sin (ωt)       
 

Aufgabe 3 (6 Punkte) 

Ein ungedämpftes Feder-Masse-Pendel wird durch die Zustandsgleichung 
 

�̇� = 𝐀 ⋅ 𝐱      mit      𝐱 = [xଵ, xଶ] 
 

beschrieben. Die Fundamentalmatrix des Pendels ergibt sich mit dimensionsloser 
Zeit t zu 

𝚽(t) = ቈ
cos(2πt)

ଵ

ଶ
sin(2πt)

−2π sin(2πt) cos(2πt)
. 

 

Zum Zeitpunkt tଵ = 1.25 ist xଵ(t1) = 1 und xଶ(t1) = −π. 
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(1)   �̇� = ቂ
0 1
4 1

ቃ ∙ 𝐱 
    

(2)   x(t) = x eିଶ୲ cos(t) , x ∈ ℝ 
    

(3)   𝜆ଵ,ଶ = ± 2i,  𝜆ଷ,ସ = −√7 ± 4i 
    

(4)   det(λ𝐄 − 𝐀) =  λଶ(λଶ + 2λ + 2) 
    

ni
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t-
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n
om

 

 

a) Geben Sie an, wie die Fundamentalmatrix allgemein als unendliche Reihe 
dargestellt werden kann. 

 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −
 

b) In welchem Zustand befindet sich das Pendel zum Zeitpunkt tଶ = 2.5? 
 

xଵ(t2) =
− − − − −

 ,               xଶ(t2) =
− − − − −

 

c) Wie lässt sich die Systemmatrix 𝐀 aus der Fundamentalmatrix bestimmen?  

d) Berechnen Sie die Systemmatrix 𝐀. 

𝐀 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                         
  

                           ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

Aufgabe 4 (6 Punkte) 

Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen eines mechanischen Systems lauten 

ቂ
2 0
0 1

ቃ ⋅ 
α̈
β̈

൨ + ቈ
൫α̇ + β̇൯

ଶ
sin β

−α̇ଶ sin β
 = ቂ

M
0

ቃ. 

Der Zustandsvektor ist 𝐱 = [xଵ, xଶ, xଷ, xସ] = ൣα, β, α̇, β̇൧

 und der Eingang u = M. 

 
a) Bestimmen Sie die nichtlineare Zustandsgleichung �̇� = 𝐟(𝐱, u) in Abhängigkeit 

der Zustände 𝐱 = [xଵ, xଶ, xଷ, xସ] und des Eingangs u. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Aufgrund welcher Eigenschaft der Massenmatrix kann die nichtlineare 

Zustandsgleichung in dieser Form aufgestellt werden? 

 𝐀 = det 𝚽(t) 𝚽(t)ିଵ  𝐀 = �̇�(t) ⋅ 𝚽(−t) 

 𝐀 = �̇�(t) ⋅ 𝚽(t)ିଵ  𝐀 = sp 𝚽(0) �̇�(t) 

�̇� = 𝐟(𝐱, u) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −
 



Aufgabe 5 (14 Punkte) 

Die Kinematik eines Roboters mit einem 
rotierenden Schneidewerkzeug (Körper 3, Durch-
messer d, Dicke s, Masse m) soll analysiert werden. 
Der Grundkörper (Körper 1) rotiert um die eଷ-Achse 
des Inertialsystems K {O, eଵ, eଶ, eଷ}. Der Roboter-
arm (Körper 2) rotiert um das mitrotierte System 
Kᇱ{Oᇱ, eଵ

ᇱ , eଶ
ᇱ , eଷ

ᇱ } und besitzt das körperfeste 
System Kᇱᇱ{Oᇱᇱ, eଵ

ᇱᇱ, eଶ
ᇱᇱ, eଷ

ᇱᇱ}. Am Ende des Roboter-
arms befindet sich das Schneidewerkzeug, welches 
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit Ω dreht. 
Als Vektor der verallgemeinerten Koordinaten wird 
𝐲 = [α β] gewählt. Für t = 0, α = 0 und β = 0 
sind K, K′ und K′′ gleich orientiert.  
 
 
 
a) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? 

 

f =
− − − − −

 

 
b) Wie lautet der Trägheitstensor des Schneidewerkzeugs im System K′′? 

 

  𝐈ଷ,ᇲᇲ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                                                                                       ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

c) Aus welchen Elementardrehungen setzt sich die Rotation des Schneide-
werkzeugs gegenüber dem Inertialsystem  K {O, eଵ, eଶ, eଷ} zusammen? 

 

 positive negative        

1.    Drehung um  eଵ  eଶ  eଷ 

2.    Drehung um  eଵ′  eଶ′  eଷ′ 

3.    Drehung um  eଵ′′  eଶ′′  eଷ′′ 

β  

α  

eଷ = eଷ′ 
 

eଵ 

eଶ 

O = O′  

eଵ′ 

eଶ′ 

eଶ′′ eଷ′′ 

O′′  
Ω  

eଵ′′ 

Körper 1 

Körper 2 

Körper 3 

 

d) Geben Sie den Vektor der Winkelgeschwindigkeit 𝛚ଷ des Schneidewerk-
zeugs (Körper 3) bezüglich des Inertialsystems im Inertialsystem an. 

 
 
 
 
 
 
 
 
e) Aus welchen Elementardrehungen setzt sich die Rotation des Drehtellers 

gegenüber dem Inertialsystem zusammen? 
 
 
f)  
 

 
 
 
e) Drücken Sie die Winkelgeschwindigkeit 𝛚ଷ mit der Jacobi-Matrix der 

Rotation 𝐉ୖଷ und dem lokalen Winkelgeschwindigkeitsvektor 𝛚ഥ 𝟑 aus. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

f) Bestimmen Sie die Winkelbeschleunigung 𝛂ଷ des Körpers 3, indem Sie den 
lokalen Beschleunigungsvektor 𝛂ഥଷ berechnen. 

 
 
 
 
 
 
 
 
g) Wie berechnet sich der Trägheitstensor des Schneidewerkzeugs im 

System K? Hinweis: Der Trägheitstensor 𝐈ଷ,ᇲᇲ sowie die Drehmatrizen 𝐒ᇲ 
und 𝐒ᇲᇲ  dürfen zur Darstellung des Ergebnisses verwendet werden.  

 

      𝛚ଷ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

         ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇤᇥ

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                                              ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

         ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

                     +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                                                                                      ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

          ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

𝛚ଵ 𝐒ᇲ 

𝐒ᇲᇲ 

𝛚ଷ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                                  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

∙ �̇�      +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                                 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

 

𝛂ଷ = 𝐉R3 ∙ �̈�  +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                                                                                                     ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

 

 𝐉ୖଷ 𝛚ഥ 𝟑 

 𝛂ഥ𝟑 

𝐈ଷ, =
− − − − − − − − − − − − − − − −

 

 



Aufgabe 6 (8 Punkte) 

Ein Massepunkt (Masse m) gleitet reibungsfrei in 
einer kreisförmigen, ebenen Führung und ist mit 
einer Feder (Federsteifigkeit k, ungespannte 
Länge u) verbunden. Die Lage des Massepunkts 
wird durch die kartesischen Koordinaten xଵ und xଶ 
beschrieben, der Lagevektor des freien Systems 
ist 𝐱 = [xଵ, xଶ]. 
 
a) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? 

 

     f =
− − − − −

 

 
b) Wie lautet die Bindungsgleichung in impliziter 

Form? 

φ(𝐱) =
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

 

c) Geben Sie den Ortsvektor und die Jacobi-Matrix des Massepunkts als 
Funktion der verallgemeinerten Koordinate y = xଵ an. 
 

𝐫(xଵ) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
− − − − − − − − − − − 

− − − − − − − − − − −⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,   𝐉(xଵ) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
− − − − − − − − − − − 

− − − − − − − − − − −⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 

d) Welche Beziehung besteht zwischen der globalen Jacobi-Matrix 𝐉̅ = 𝐉 und 
der globalen Verteilungsmatrix 𝐐ഥ und was sagt diese Beziehung aus? 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −
 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −
 

e) Vervollständigen Sie die globale Verteilungsmatrix 𝐐ഥ in Abhängigkeit von xଵ. 
Zeichnen Sie die Reaktionskraft in die Skizze ein und bezeichnen Sie diese 
mit 𝐟୰. 

 

 

eଶ 

2a 

a 
eଵ 

xଵ 

xଶ 

g 

𝐐ഥ(xଵ) = 

xଵ

 

− − − − − − − − − − −

 

 

 

Aufgabe 7 (6 Punkte) 

Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen eines mechanischen Systems lauten 


5 0 2 cos α
0 1 0

2 cos α 0 1
൩

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

𝐌(𝐲, t)

⋅ 
z̈ଵ

z̈ଶ

α̈
൩

ต

�̈�

+
−1.5 sin α (3α̇ଶ − 0.2)

0
0

൩
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

𝐤(𝐲, �̇�, t)

= 
−2zଶ − 2żଶ − 1

−zଵ − 2żଵ + 1 + F
−α − 5 sin α − α̇

൩
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

𝐪(𝐲, �̇�, t)

 

Diese sollen für kleine Auslenkungen und Geschwindigkeiten um den 
Arbeitspunkt 𝐲ୱ = [0,0, π/3], �̇�ୱ = 𝟎 linearisiert werden. Es gilt 𝐲 = 𝐲ୱ + 𝛈, wobei 
𝛈 den Vektor der linearen verallgemeinerten Koordinaten darstellt, und �̈�ୱ = 𝟎. 

Hinweis: Im Allgemeinen lautet die linearisierte Form der oben dargestellten 
Bewegungsgleichungen 

𝐌(𝐲ୱ, t)ᇣᇧᇤᇧᇥ

𝐌෩ (t)

⋅ �̈� +ቆ
∂𝐤

∂�̇�
ฬ

𝐲౩,�̇�౩

−
∂𝐪

∂�̇�
ฬ

𝐲౩,�̇�౩

ቇ
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

𝐏(t)

 ⋅ �̇� +ቆ
∂𝐌

∂𝐲
ฬ

𝐲౩

⋅ �̈�ୱ +
∂𝐤

∂𝐲
ฬ

𝐲౩,�̇�౩

−
∂𝐪

∂𝐲
ฬ

𝐲౩,�̇�౩

ቇ
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

𝐐(t)

⋅ 𝛈
 

 = 𝐪(𝐲ୱ, �̇�ୱ, t) − 𝐤(𝐲ୱ, �̇�ୱ, t) − 𝐌(𝐲ୱ, t) ⋅ �̈�ୱᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

           𝐡(t)
. 

a) Bestimmen Sie die linearisierte Bewegungsgleichung, indem Sie die 
linearisierte Massenmatrix 𝐌෩ , die Matrix der geschwindigkeitsabhängigen 
Kräfte 𝐏, die Matrix der lageabhängigen Kräfte 𝐐 und den Erregervektor 𝐡 
angeben. 

𝐌෩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                    ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,           𝐏 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                         
  

                           ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,  

𝐐 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                    ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,            𝐡 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                                                    

  

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  

b) Welche Arten von Kräften treten in den linearisierten Bewegungsgleichungen 
dieses Systems auf?  

 

 

 nichtkonservative Lagekräfte   Dämpfungskräfte 

 Erregerkräfte  Reaktionskräfte 

 konservative Kräfte  gyroskopische Kräfte 

 



Aufgabe 8 (19 Punkte) 

Der abgebildete Zwei-
Massen-Schwinger ist 
über Linearführungen 
reibungsfrei gelagert. Die 
Kinematik des Systems 
wird durch die verall-
gemeinerten Koordinaten  𝐲 = [x1, x2] beschrieben, wodurch sich folgende 
Bewegungsgleichungen in Abhängigkeit der Federsteifigkeit kଵ > 0 ergeben 

ቈ
4 0

0 2


ᇣᇤᇥ
𝐌

⋅ �̈� + ቈ
kଵ + 4 −4

−4 4


ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
𝐐

⋅ 𝐲 = ቈ
0

1
 Fത(t). 

a) Klassifizieren Sie das System.  
 

  linear   konservativ   zwangserregt   gyroskopisch 

  nichtlinear   nicht konservativ   frei   nicht gyroskopisch 
 

Zunächst wird das freie System betrachtet. 
 
b) Wie kann allgemein das charakteristische Polynom in Abhängigkeit der 

Matrizen 𝐌 und 𝐐 berechnet werden? 
 

q(λ) =
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

 

c) Berechnen Sie das charakteristische Polynom in Abhängigkeit von λ und kଵ. 
 

q(λ) =
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

 

d) Berechnen Sie die Eigenwerte und die dazu gehörigen Eigenvektoren für 
kଵ = 8. 

 

        λଵ,ଶ =
− − − − − − − − − −

          λଷ,ସ =
− − − − − − − − − −

 

        𝐲ଵ,ଶ =   

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                             ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

                     𝐲ଷ,ସ =   

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                             ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

e) Skizzieren Sie die beiden Eigenformen für kଵ = 8. 
 

 

xଵ 
xଶ 

Fത(t) 

kଵ 

Masse 2 
Masse 1 

 

 kann auftreten 
kann nicht 
auftreten 

keine Aussage 
möglich 

strenge Resonanz    

Scheinresonanz    

Resonanzerscheinung    

 

f) Kreuzen Sie Zutreffendes an, falls zwischen den Massen noch ein Dämpfer  
mit Dämpferkonstante d > 0 angebracht wird. 
 

 

 
Nun wird das ungedämpfte, fremderregte System mit 𝐤𝟏 > 𝟎 und 
𝐅ത(𝐭) = 𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝐭 betrachtet. 
 
g) Formulieren Sie den Erregervektor in der komplexen Darstellung. 

 

𝐡(t) =

⎣
⎢
⎢
⎡

 

                         ⎦
⎥
⎥
⎤

e୧ஐ୲ +

⎣
⎢
⎢
⎡

 

                         ⎦
⎥
⎥
⎤

eି୧ஐ୲ 

 

h) Berechnen Sie die Frequenzgangsmatrix des Systems. 
Hinweis: Die Frequenzgangsmatrix berechnet sich zu 𝐅 = (−Ωଶ𝐌 + 𝐐)ିଵ. 

𝐅 =
                                                              

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

                                  
  

                                 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

i) Welchen Wert muss kଵ annehmen, dass die Masse 2 in Ruhe ist? 
 

      kଵ =  
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

 
 

j) Ist es allgemein möglich, dass die Bewegung von Masse 1 ebenfalls  
verschwindet? 

 

   ja                  nein        keine Aussage möglich 
 

k) Welche Phänomene können für die Anregungsfrequenzen Ω ϵ [0, ∞) im 
System auftreten?  

 

 

 

 

 
 

 
Die Eigenwerte 

ändern sich nicht. 
 

Ein Eigenwertpaar 
verändert sich. 

 Alle Eigenwerte 
verändern sich. 

ENDE 


