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ṙ
x
=
ω
 sin

(ω
t) 

 
 

 
 

 
 

α
=
ω
t
+
sin
 (ω
t) 

 
 

 
 

 
 

 A
u

fg
a

b
e

 3
 (6

 P
u

n
k
te

) 

E
in

 u
n

g
e
d

ä
m

p
fte

s
 F

e
d

e
r-M

a
s
s
e
-P

e
n
d

e
l w

ird
 d

u
rc

h
 d

ie
 Z

u
s
ta

n
d

s
g

le
ic

h
u
n

g
 

 

𝐱̇
=
𝐀
⋅𝐱

      m
it      𝐱

=
[x
1 ,x

2 ] T
 

 b
e
s
c
h

rie
b

e
n
. D

ie
 F

u
n

d
a

m
e

n
ta

lm
a

trix
 d

e
s
 P

e
n

d
e

ls
 e

rg
ib

t s
ic

h
 m

it d
im

e
n
s
io

n
s
lo

s
e

r 

Z
e

it t z
u

 

𝚽
(t)
=
[
co
s(2
π
t)

12
π
sin
(2
π
t)

−
2
π
 sin

(2
π
t)

co
s(2
π
t)
]. 

 Z
u

m
 Z

e
itp

u
n

k
t t
1
=
1
.2
5
 is

t x
1 (t1 )

=
1
 u

n
d
 x
2 (t1 )

=
−
π

. 

 

asymptot. 

stabil 

grenz-

stabil 

instabil 

keine 

Aussage 

möglich 

(1
)   𝐱̇

=
[ 0

1
4

1
]
∙𝐱

 
 

 
 

 

(2
)   x (t )

=
x
0
e
−
2
t co

s(t)
,x
0
∈
ℝ

 
 

 
 

 

(3
)   𝜆

1
,2
=
±
 2
i, 𝜆

3
,4
=
−
√
7
±
4
i 

 
 

 
 

(4
)   d

et (λ𝐄
−
𝐀
)
=
 λ
2(λ

2
+
2
λ
+
2
) 

 
 

 
 

nicht- 
holonom 

 a
) 

G
e

b
e

n
 S

ie
 a

n
, w

ie
 d

ie
 F

u
n

d
a

m
e

n
ta

lm
a

trix
 a

llg
e

m
e
in

 a
ls

 
u

n
e

n
d

lic
h

e
 R

e
ih

e
 

d
a
rg

e
s
te

llt w
e

rd
e

n
 k

a
n
n

. 
 

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

b
) 

In
 w

e
lc

h
e
m

 Z
u

s
ta

n
d

 b
e

fin
d

e
t s

ic
h

 d
a

s
 P

e
n

d
e

l z
u

m
 Z

e
itp

u
n

k
t t
2
=
2
.5

?
 

 

x
1 (t2 )

=
−
−
−
−
−

 ,               x
2 (t2 )

=
−
−
−
−
−

 

c
) 

W
ie

 lä
s
s
t s

ic
h

 d
ie

 S
y
s
te

m
m

a
trix

 𝐀
 a

u
s
 d

e
r F

u
n

d
a
m

e
n
ta

lm
a

trix
 b

e
s
tim

m
e

n
?

 

d
) 

B
e

re
c
h

n
e

n
 S

ie
 d

ie
 S

y
s
te

m
m

a
trix

 𝐀
. 

𝐀
=

[                                
                           ]      

 A
u

fg
a

b
e

 4
 (6

 P
u

n
k
te

) 

D
ie

 n
ic

h
tlin

e
a

re
n

 B
e

w
e

g
u
n

g
s
g

le
ic

h
u
n

g
e

n
 e

in
e
s
 m

e
c
h

a
n
is

c
h

e
n

 S
y
s
te

m
s
 la

u
te

n
 

[ 2
0

0
1
]
⋅[ α̈β̈
]
+
[ ( α̇

+
β̇
)
2
sin
β

−
α̇
2
sin
β

]
=
[ M0
] . 

D
e

r Z
u

s
ta

n
d

s
v
e

k
to

r is
t 𝐱
=
[x
1 ,x

2 ,x
3 ,x

4 ] T
=
[α
,β
,α̇
,β̇
]
T
 u

n
d

 d
e
r E

in
g

a
n

g
 u
=
M

. 
 a
) 

B
e

s
tim

m
e

n
 S

ie
 d

ie
 n

ic
h

tlin
e

a
re

 Z
u

s
ta

n
d
s
g

le
ic

h
u

n
g

 𝐱̇
=
𝐟(𝐱
,u
) in

 A
b

h
ä

n
g

ig
k
e

it 

d
e
r Z

u
s
tä

n
d

e
 𝐱
=
[x
1 ,x

2 ,x
3 ,x

4 ] T
 u

n
d

 d
e
s
 E

in
g

a
n

g
s
 u

. 
          b
) 

A
u

fg
ru

n
d

 
w

e
lc

h
e

r 
E

ig
e
n

s
c
h

a
ft 

d
e
r 

M
a
s
s
e

n
m

a
trix

 
k
a
n
n

 
d

ie
 

n
ic

h
tlin

e
a

re
 

Z
u

s
ta

n
d

s
g

le
ic

h
u
n

g
 in

 d
ie

s
e

r F
o

rm
 a

u
fg

e
s
te

llt w
e

rd
e

n
?

 


 
𝐀
=
d
et𝚽

(t) 𝚽
(t)

−
1
 


 
𝐀
=
𝚽̇
(t)
⋅𝚽
(−
t) 


 
𝐀
=
𝚽̇
(t)
⋅𝚽
(t)

−
1 


 
𝐀
=
sp
 𝚽
(0
) 𝚽̇

(t) 

𝐱̇
=
𝐟 (𝐱
,u
)
=

[         −
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
]          

 −
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

 



A
u

fg
a

b
e

 5
 (1

4
 P

u
n
k
te

) 

D
ie

 
K

in
e
m

a
tik

 
e

in
e
s
 

R
o

b
o
te

rs
 

m
it 

e
in

e
m

 
ro

tie
re

n
d
e

n
 
S

c
h

n
e

id
e

w
e

rk
z
e

u
g

 
(K

ö
rp

e
r 

3
, 

D
u

rc
h

-
m

e
s
s
e

r d
, D

ic
k
e
 s, M

a
s
s
e

 m
) s

o
ll a

n
a

ly
s
ie

rt w
e

rd
e
n

. 

D
e

r G
ru

n
d

k
ö

rp
e

r (K
ö

rp
e

r 1
) ro

tie
rt u

m
 d

ie
 e
3
-A

c
h

s
e

 

d
e
s
 In

e
rtia

ls
y
s
te

m
s
 K
 {O
,e
1 ,e

2 ,e
3 }. D

e
r R

o
b

o
te

r-

a
rm

 
(K

ö
rp

e
r 

2
) 

ro
tie

rt 
u

m
 d

a
s
 m

itro
tie

rte
 
S

y
s
te

m
 

K
′{O

′,e
1 ′,e

2 ′,e
3 ′} 

u
n

d
 

b
e
s
itz

t 
d

a
s
 

k
ö

rp
e

rfe
s
te

 

S
y
s
te

m
 K
′′{O

′′,e
1 ′′,e

2 ′′,e
3 ′′}. A

m
 E

n
d
e

 d
e

s
 R

o
b

o
te

r-

a
rm

s
 b

e
fin

d
e

t s
ic

h
 d

a
s
 S

c
h

n
e
id

e
w

e
rk

z
e

u
g

, w
e

lc
h

e
s
 

m
it d

e
r k

o
n
s
ta

n
te

n
 W

in
k
e

lg
e

s
c
h

w
in

d
ig

k
e

it Ω
 d

re
h

t. 
A

ls
 V

e
k
to

r d
e
r v

e
ra

llg
e
m

e
in

e
rte

n
 K

o
o

rd
in

a
te

n
 w

ird
 

𝐲
=
[α

β
] T
 g

e
w

ä
h

lt. F
ü

r t
=
0
, α
=
0
 u

n
d
 β
=
0

 

s
in

d
 K

, K
′ u

n
d
 K
′′ g

le
ic

h
 o

rie
n
tie

rt.  
   a
) 

W
ie

 v
ie

le
 F

re
ih

e
its

g
ra

d
e
 h

a
t d

a
s
 S

y
s
te

m
?

 
 f
=
−
−
−
−
−

 

 b
) 

W
ie

 la
u
te

t d
e
r T

rä
g
h

e
its

te
n

s
o

r d
e

s
 S

c
h

n
e

id
e

w
e

rk
z
e

u
g

s
 im

 S
y
s
te

m
 K
′′?

 

   𝐈
3
,K
′′
=

[                                                                                                                             ]       

c
) 

A
u

s
 
w

e
lc

h
e
n

 
E

le
m

e
n
ta

rd
re

h
u

n
g

e
n

 
s
e

tz
t 

s
ic

h
 
d

ie
 
R

o
ta

tio
n
 
d

e
s
 
S

c
h

n
e

id
e

-

w
e

rk
z
e

u
g

s
 g

e
g

e
n

ü
b
e

r d
e
m

 In
e

rtia
ls

y
s
te

m
  K
 {O
,e
1 ,e

2 ,e
3 } z

u
s
a

m
m

e
n
?

 

 

 
p

o
s
itiv

e
 

n
e
g

a
tiv

e
 

 
 

 
 
 

 
 

1
.  


 


 

D
re

h
u

n
g

 u
m

 


 
e
1

 


 
e
2
 


 
e
3
 

2
.  


 


 

D
re

h
u

n
g

 u
m

 


 
e
1 ′ 


 
e
2 ′ 


 
e
3 ′ 

3
.  


 


 

D
re

h
u

n
g

 u
m

 


 
e
1 ′′ 


 
e
2 ′′ 


 
e
3 ′′ 

β
  

 

α
  

 

e
3
=
e
3 ′  

e
1  

e
2  

O
=
O
′  

   

e
1 ′ 

e
2 ′ 

e
2 ′′ 

e
3 ′′ 

O
′′  

 
Ω

  

 
e
1 ′′ 

K
ö

rp
e

r 1
 

K
ö

rp
e

r 2
 

K
ö

rp
e

r 3
 

 d
) 

G
e

b
e

n
 
S

ie
 
d

e
n

 
V

e
k
to

r 
d

e
r 

W
in

k
e

lg
e
s
c
h

w
in

d
ig

k
e

it 𝛚
3  d

e
s
 
S

c
h

n
e

id
e

w
e

rk
-

z
e

u
g

s
 (K

ö
rp

e
r 3

) b
e

z
ü

g
lic

h
 d

e
s
 In

e
rtia

ls
y
s
te

m
s
 im

 In
e

rtia
ls

y
s
te

m
 a

n
. 

        e
) 

A
u

s
 
w

e
lc

h
e

n
 E

le
m

e
n
ta

rd
re

h
u

n
g

e
n

 s
e

tz
t s

ic
h

 
d

ie
 R

o
ta

tio
n

 
d

e
s
 
D

re
h

te
lle

rs
 

g
e
g

e
n

ü
b

e
r d

e
m

 In
e

rtia
ls

y
s
te

m
 z

u
s
a

m
m

e
n
?

 
  f) 

 
    e
) 

D
rü

c
k
e

n
 

S
ie

 
d

ie
 

W
in

k
e

lg
e
s
c
h

w
in

d
ig

k
e

it 
𝛚
3
 

m
it 

d
e
r 

J
a

c
o

b
i-M

a
trix

 
d

e
r 

R
o

ta
tio

n
 𝐉R

3
 u

n
d

 d
e

m
 lo

k
a

le
n
 W

in
k
e

lg
e
s
c
h

w
in

d
ig

k
e

its
v
e

k
to

r 𝛚̅
𝟑
 a

u
s
. 

              f) 
B

e
s
tim

m
e

n
 S

ie
 d

ie
 W

in
k
e

lb
e
s
c
h

le
u

n
ig

u
n

g
 𝛂
3
 d

e
s
 K

ö
rp

e
rs

 3
, in

d
e
m

 S
ie

 d
e

n
 

lo
k
a

le
n
 B

e
s
c
h

le
u
n

ig
u

n
g

s
v
e

k
to

r 𝛂̅
3
 b

e
re

c
h

n
e

n
. 

        g
) 

W
ie

 
b

e
re

c
h

n
e

t 
s
ic

h
 

d
e
r 

T
rä

g
h

e
its

te
n

s
o

r 
d

e
s
 

S
c
h

n
e

id
e

w
e

rk
z
e

u
g
s
 

im
 

S
y
s
te

m
 K

?
 H

in
w

e
is

: D
e

r T
rä

g
h

e
its

te
n

s
o

r 𝐈
3
,K
′′ s

o
w

ie
 d

ie
 D

re
h
m

a
triz

e
n

 𝐒
K
K
′ 

u
n
d
 𝐒
K
K
′′ d

ü
rfe

n
 z

u
r D

a
rs

te
llu

n
g

 d
e
s
 E

rg
e

b
n

is
s
e
s
 v

e
rw

e
n

d
e

t w
e

rd
e

n
.  

 

      𝛚
3
=

[                ]       

⏟
 
 

+

[                                                                                     ]       

⏟
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∙[                ]        

                     +

[                                                                                                                             ]       

⏟
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∙[                 ]        

𝛚
1  

 
𝐒
K
K
′ 

𝐒
K
K
′′ 

𝛚
3
=

[                                                                         ]       

⏟
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∙𝐲̇
     +

[                                                                        ]       

⏟
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝛂
3
=
𝐉R
3
∙𝐲̈
 +

[                                                                                                                                            ]       

⏟
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 𝐉R
3  

𝛚̅
𝟑  

 𝛂̅
𝟑  

𝐈
3
,K
=
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

 



A
u

fg
a

b
e

 6
 (8

 P
u

n
k
te

) 

E
in

 M
a
s
s
e

p
u

n
k
t (M

a
s
s
e

 m
) g

le
ite

t re
ib

u
n
g

s
fre

i in
 

e
in

e
r k

re
is

fö
rm

ig
e
n

, e
b
e

n
e

n
 F

ü
h
ru

n
g
 u

n
d

 is
t m

it 

e
in

e
r 

F
e

d
e

r 
(F

e
d
e

rs
te

ifig
k
e

it 
k

, 
u

n
g

e
s
p

a
n

n
te

 

L
ä
n

g
e

 u
0 ) v

e
rb

u
n

d
e
n

. D
ie

 L
a

g
e
 d

e
s
 M

a
s
s
e

p
u

n
k
ts

 

w
ird

 d
u

rc
h

 d
ie

 k
a

rte
s
is

c
h

e
n

 K
o

o
rd

in
a

te
n

 x
1
 u

n
d
 x
2
 

b
e
s
c
h

rie
b

e
n

, d
e

r L
a

g
e

v
e

k
to

r d
e
s
 fre

ie
n

 S
y
s
te

m
s
 

is
t 𝐱
=
[x
1 ,x

2 ] T
. 

 a
) 

W
ie

 v
ie

le
 F

re
ih

e
its

g
ra

d
e
 h

a
t d

a
s
 S

y
s
te

m
?

 
 

     f
=
−
−
−
−
−

 

 b
) 

W
ie

 la
u
te

t d
ie

 B
in

d
u

n
g
s
g

le
ic

h
u
n

g
 in

 im
p

liz
ite

r 
F

o
rm

?
 

φ
(𝐱 )

=
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

c
) 

G
e

b
e

n
 

S
ie

 
d

e
n

 
O

rts
v
e

k
to

r 
u

n
d

 
d

ie
 

J
a

c
o

b
i-M

a
trix

 
d

e
s
 

M
a
s
s
e

p
u

n
k
ts

 
a

ls
 

F
u

n
k
tio

n
 d

e
r v

e
ra

llg
e
m

e
in

e
rte

n
 K

o
o
rd

in
a

te
 y
=
x
1
 a

n
. 

 𝐫 (x
1 )
=

[     −
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
]     

,  𝐉T
(x
1 )
=

[     −
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
]       

 d
) 

W
e

lc
h

e
 B

e
z
ie

h
u

n
g
 b

e
s
te

h
t z

w
is

c
h

e
n

 d
e

r g
lo

b
a

le
n

 J
a

c
o

b
i-M

a
trix

 𝐉 ̅=
𝐉T

 u
n
d
 

d
e
r g

lo
b

a
le

n
 V

e
rte

ilu
n

g
s
m

a
trix

 𝐐̅
 u

n
d

 w
a

s
 s

a
g

t d
ie

s
e

 B
e

z
ie

h
u

n
g
 a

u
s
?

 

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

 

e
) 

V
e

rv
o

lls
tä

n
d

ig
e

n
 S

ie
 d

ie
 g

lo
b
a

le
 V

e
rte

ilu
n

g
s
m

a
trix

 𝐐̅
 in

 A
b

h
ä

n
g

ig
k
e

it v
o

n
 x
1
. 

Z
e

ic
h

n
e

n
 S

ie
 d

ie
 R

e
a

k
tio

n
s
k
ra

ft in
 d

ie
 S

k
iz

z
e

 e
in

 u
n

d
 b

e
z
e

ic
h

n
e

n
 S

ie
 d

ie
s
e

 

m
it 𝐟

r. 

  

e
2  

2
a
 

a 
e
1  

x
1  

x
2  

g 

𝐐̅
(x
1 )
=
[

x
1 

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

]  

 

 A
u

fg
a

b
e

 7
 (6

 P
u

n
k
te

) 

D
ie

 n
ic

h
tlin

e
a

re
n

 B
e

w
e

g
u
n

g
s
g

le
ic

h
u
n

g
e

n
 e

in
e
s
 m

e
c
h

a
n
is

c
h

e
n

 S
y
s
te

m
s
 la

u
te

n
 

[
5

0
2
co
s
α

0
1

0
2
co
s
α

0
1

]
⏟
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐌
(𝐲
,t )

⋅
[ z̈
1

z̈
2α̈ ]
⏟𝐲̈

+
[ −
1
.5
sin

α
(3
α̇
2
−
0
.2
)

00

]
⏟
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐤
(𝐲
,𝐲̇
,t )

=
[
−
2
z
2
−
2
ż
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