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Maschinendynamik 

Prof. Dr.-Ing. Peter Eberhard 

 

Vorlesung: Die Vorlesung wird hauptsächlich für die Studierenden der Studiengänge Maschinenbau, Me-

chatronik, Technologiemanagement, Technische Kybernetik, Fahrzeugtechnik und Mathematik 

angeboten. Der Inhalt wird während der Vorlesung mittels Tablet & Beamer aufgeschrieben 

(sodass die Studierenden mitschreiben können), erklärt und mit Merkblättern [M] ergänzt. 

Übungen: Die Vorlesung wird in den Vortragsübungen durch das Vorrechnen von Aufgabenblätter [A] 

ergänzt, die unmittelbar auf den Vorlesungsstoff abgestimmt sind. 

Seminar: Es finden zwei seminaristische Übungen mit verfügbaren Seminaraufgaben [S] statt. Dort lösen 

die Studierenden selbständig Aufgaben, während mehrere Tutoren für Fragen zur Verfügung 

stehen.  

Ort/Zeit:  Dienstag 11.30 - 13.00 Uhr, V 9.01 

Donnerstag 8.00 - 9.30 Uhr, V 9.01 

Dozent: Die Vorlesung wird von Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard und Dr.-Ing. P. Ziegler gehalten, 

die Übungen werden von M. Vierneisel, M.Sc. gehalten. 

Sprechstunden: Während der Vorlesungszeit finden Dienstag und Donnerstag von 13-14 Uhr im Sprech-

stundenbereich vor Raum 4.155 des Instituts Sprechstunden statt. Fragen, die in den Vorle-

sungen und Übungen offen geblieben sind, können dort besprochen werden. Darüber hinaus 

werden fachliche Auskünfte am Institut durch Herrn M. Vierneisel, M.Sc. (Zimmer 4.155,   

Tel.: 685 - 69866) erteilt. 

Institut: Die Räume des Instituts für Technische und Numerische Mechanik befinden sich im Ingeni-

eurwissenschaftlichen Zentrum (IWZ), Pfaffenwaldring 9, 3. und 4. Stock. 

www: http://www.itm.uni-stuttgart.de 

Unterlagen im Internet: Organisatorische Hinweise sowie aktuelle Unterlagen (Arbeitsblätter [A], Merkblät-

ter [M], Seminaraufgaben [S]) finden Sie im Internet unter www.itm.uni-

stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/maschdyn. Es ist empfehlenswert, diese 

Merkblätter, Arbeitsblätter und Seminaraufgaben im Voraus auszudrucken. 

Prüfung: Die Prüfung findet im Wintersemester schriftlich statt. Der Termin der Prüfung steht noch nicht 

fest und ist im Laufe des Semesters in C@mpus zu erfahren. 

Prüfungsanmeldung: Die Anmeldung erfolgt immer über C@mpus. 

Hilfsmittel:  In der Prüfung sind als Hilfsmittel ausschließlich 6 Seiten Formelsammlung (entspricht 3 Blät-

tern DIN-A4 doppelseitig) zugelassen. Die Formelsammlung darf sowohl handschriftlich als 

auch digital erstellt sein und ausgedruckt mitgebracht werden. Elektronische Geräte (inkl. Ta-

schenrechner) sind ausdrücklich nicht zugelassen. 

http://www.itm.uni-stuttgart.de/
http://www.itm.uni-stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/maschdyn
http://www.itm.uni-stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/maschdyn
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Aufgaben der Maschinendynamik 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mechanisches System 

Kolbenmotor 

 

Bewegung 
ausführen 

Kolben, Pleuel, Kurbel, 
Welle, Schwungrad 

 

Beanspruchung 
standhalten 

Trägheitskräfte, Gaskräfte, 
Lagerkräfte, Lastmoment 

 

Umwelt 
nicht belasten 

Bauwerk, Fahrzeug 

Arbeitsbe-
wegung: 

Kurbelge-
triebe 

Struktur-
schwingung: 

Pleuel, 
Welle 

Festigkeit 
der 
Bauteile: 

Pleuel, 
Kurbel, 
Welle 

Belastung 
der Lager: 

Kurbelzapfen, 
Kurbelwellen-
lager 

Auswuchten: 

Schwung-
rad 

Massenaus-
gleich: 

Kurbel, 
Getriebe 
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Einzylindermotor mit Schwungscheibe 
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Mathematische Hilfsmittel 

 

Matrizenalgebra und Matrizenanalysis 

Skalar  μ ∈ ℝ 

 

Vektor  𝐱 ∈ ℝn :   𝐱 = [

x1

⋮
xn

] ,  xi ∈ ℝ 

 

Matrix  𝐀 ∈ ℝm×n :  𝐀 = [
A11 ⋯ A1n

⋮ ⋱ ⋮
Aml ⋯ Amn

] ,   Aij ∈ ℝ 

 

Elementare Operationen  

Operation Schreibweise Koordinaten Abbildung 

Addition C = A + B Cij = Aij + Bij ℝm×n × ℝm×n → ℝm×n 

Multiplikation mit Skalar 𝐂 = μ 𝐀 Cij = μ Aij ℝ × ℝm×n → ℝm×n 

Transponieren 𝐂 = 𝐀T Cij = Aji ℝm×n → ℝn×m 

Differentiation 

𝐂 = 
d

dt
 𝐀 

 

𝐂 = 
∂𝐱

∂𝐲
 

Cij = 
d

dt
 Aij 

 

Cij = 
∂xi

∂yj
 

ℝm×n → ℝm×n 
 

ℝm ,  ℝn → ℝm×n 

Matrizenmultiplikation 
𝐲 = 𝐀 ∙ 𝐱 
 

𝐂 = 𝐀 ∙ 𝐁 

yi = ∑Aik xk

k

 

Cij = ∑Aik Bkj

k

 

ℝm×n × ℝn → ℝm 
 

ℝm×n × ℝn×p → ℝm×p 
 

Inneres Produkt 
(Skalarprodukt) 

μ = 𝐱T ∙ 𝐲 μ = ∑xk yk

k

 ℝn × ℝn → ℝ 

Äußeres Produkt  
(Dyadisches Produkt) 

𝐀 = 𝐱 ∙ 𝐲T Aij = xi yj ℝm × ℝn → ℝm×n 
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Rechenregeln:  

Addition:     𝐀 + (𝐁 + 𝐂) = (𝐀 + 𝐁) + 𝐂 

     𝐀 + 𝐁 = 𝐁 + 𝐀 

Multiplikation mit Skalar:  μ(𝐀 ∙ 𝐁) = (μ𝐀) ∙ 𝐁 = 𝐀 ∙ (μ𝐁)  

     μ(𝐀 + 𝐁) = μ𝐀 + μ𝐁 

Transposition:   (𝐀T)T = 𝐀 

     (𝐀 + 𝐁)T = 𝐀T + 𝐁T 

     (μ𝐀)T = μ𝐀T 

     (𝐀 ∙ 𝐁)T = 𝐁T ∙ 𝐀T    

Differentiation: 
d

dt
(𝐀 + 𝐁) =

d

dt
𝐀 +

d

dt
𝐁 

 d

dt
(𝐀 ∙ 𝐁) = (

d

dt
𝐀) ∙ 𝐁 + 𝐀 ∙ (

d

dt
𝐁) 

 d

dt
𝐱(𝐲) =

∂𝐱

∂𝐲
∙
dy

dt
 

Matrizenmultiplikation:  𝐀 ∙ (𝐁 + 𝐂) = 𝐀 ∙ 𝐁 + 𝐀 ∙ 𝐂 

     𝐀 ∙ (𝐁 ∙ 𝐂) = (𝐀 ∙ 𝐁) ∙ 𝐂 

     aber i.a. 𝐀 ∙ 𝐁 ≠ 𝐁 ∙ 𝐀 

Skalarprodukt:    𝐱T ∙ 𝐲 = 𝐲T ∙ 𝐱 

     𝐱T ∙ 𝐱 ≥ 0   ∀𝐱  ,     𝐱T ∙ 𝐱 = 0 ⇔  𝐱 = 0 

     𝐱T ∙ 𝐲 = 0 ⇔ 𝐱, 𝐲  orthogonal 

Quadratische Matrizen: 

Einheitsmatrix    𝐄 = [
1 _ _
_ ⋱ _
_ _ 1

] 

Diagonalmatrix   𝐃 = diag{di} = [
d1 _ _
_ ⋱ _
_ _ dn

]  

Inverse Matrix 𝐀−1 =
1

det 𝐀
adj𝐀 

     𝐀−1 ∙ 𝐀 = 𝐀 ∙ 𝐀−1 = 𝐄 

     (𝐀 ∙ 𝐁)−1 = 𝐁−1 ∙ 𝐀−1 
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Symmetrische Matrix     𝐀T = 𝐀 

Schiefsymmetrische Matrix    𝐀 = −𝐀T 

Zerlegung       𝐀 =
1

2
(𝐀 + 𝐀T) +

1

2
(𝐀 − 𝐀T) 

                          𝐁 = 𝐁T        𝐂 = −𝐂T  

Schiefsymmetrische 3 × 3 Matrix              �̃� = [
 0 −a3    a2

  a3  0 −a1

−a2   a1  0
] 

�̃� ∙ 𝐛 =̂ 𝐚 × 𝐛 

�̃� ∙ 𝐛 = −�̃� ∙ 𝐚        =̂         𝐚 × 𝐛 = −𝐛 × 𝐚 

�̃� ∙ �̃� = 𝐛 ⋅  𝐚T − (𝐚T ∙ 𝐛) 𝐄    𝐚 = [

a1

a2

a3

] 

(�̃� ∙ 𝐛) = 𝐛 ⋅  𝐚T − 𝐚 ⋅ 𝐛T 

Symmetrische, positiv definite Matrix:    𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 > 0 ∀ 𝐱 ≠ 𝟎 

 Hauptabschnittsdeterminante   

Hα > 0,  α = 1(1)n 

 Eigenwerte λα > 0, α = 1(1)n 

Symmetrische, positiv semidefinite Matrix:  𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 ≥ 0 ∀ 𝐱 

 Eigenwerte λα ≥ 0, α = 1(1)n   

Symmetrische, negativ definite Matrix:    𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 < 0 ∀ 𝐱 ≠ 𝟎 

 Hauptabschnittsdeterminante   

(−1)αHα > 0,  α = 1(1)n 

 Eigenwerte λα < 0, α = 1(1)n 

Symmetrische, negativ semidefinite Matrix:  𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 ≤ 0 ∀ 𝐱 

 Eigenwerte λα ≤ 0, α = 1(1)n  

Orthogonale Matrix  𝐀−1 = 𝐀T, 𝐀 ∙ 𝐀T = 𝐀T ∙ 𝐀 = 𝐄 

Determinante det 𝐀 = ∑AikBik

n

i=1

= ∑ AikBik

n

k=1

 

Adjungierte Matrix adj 𝐀 = [
B11 … B1n

⋮ _ ⋮
Bn1 … Bnn

]

T

 

Rösselsprung 

    ̃ 
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Trigonometrie:     cos(ωt − φ) = cosφ cosωt + sinφ sinωt 

a = √(hc)² + (hs)²         hc = a cosφ 

φ = arctan
hs

hc
 

       

Adjunkte eines Elementes einer Matrix  

     Bik = (−1)i+k det

[
 
 
 
 
 

A11 … A1,k−1

⋮ _ _
Ai−1,1 _ _

A1,k+1 … A1n

_ _ ⋮
_ _ Ai−1,n

Ai+1,1 _ _
⋮ _ _

An,1 … An,k−1

_ _ Ai+1,n

_ _ ⋮
An,k+1 … Ann ]

 
 
 
 
 

 

 

Komplexe Zahlen 

 u = a + 𝑖b,  v = c + 𝑖d,  𝑖2 = −1 

 Konjugiert komplexe Zahl: u∗ = a − 𝑖b, v∗ = c − 𝑖d 

Polardarstellung 

 

Regeln  

 u ± v = (a ± c) + 𝑖(b ± d) 

u v = (a c − b d) + 𝑖(a d + b c) = r R e𝑖(φ+ψ)  

Äquivalente Darstellung harmonischer Funktionen h(t) ∈ R 

  h(t) = h0 e
𝑖ωt + h0

∗  e−𝑖ωt  

 

 

 

  

   = hc  cosωt + hs  sinωt  

 

 

 

 

 = a cos(ωt − φ) 

 u = r e𝑖φ u∗ = r e−𝑖φ 

 r = √a2 + b² tanφ =
b

a
 

 a = r cosφ b = r sinφ 

 v = R e𝑖ψ  

Im 

b 

Re a 

φ 

u 

Euler-Formel: e±𝑖ωt = cosωt ± 𝑖 sinωt 

hc = h0 + h0
∗   

hs = 𝑖(h0 − h0
∗)  

 

h0 =
1

2
(hc − 𝑖hs)  

hs = a sinφ 
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Modellelemente 
 

 

Mehrkörpersysteme (MKS) 

 

Idealisierungen ▪ starre, massebehaftete Körper (Trägheit) 

▪ masselose Koppelelemente (eingeprägte Kräfte und Momente) 

▪ starre, reibungsfreie Bindungselemente (Reaktionskräfte und 

−momente) 

Symbole Körper 

 

starrer Körper 

 

Massenpunkt 

 

 

 

 

 

 

 
 

Masse m 

Trägheitstensor I 

 

Masse m 

Koppelelemente 
 

Feder 

 

Dämpfer 

 

Kraftstellglied 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Steifigkeit c 

ungespannte Länge l0 

Dämpfung d 

 

Kraftsteuerung F(t) 

Bindungselemente 
 

Stab 
 

Gelenklager 

 

feste 

Einspannung 

 

Lagestellglied 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 Bewegungssteuerung l(t) 

Anwendung Fahrzeugdynamik, Rotordynamik, Robotik, Biomechanik, … 

Sonderfall Massenpunktsysteme 

 

 

C 
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Finite−Elemente−Systeme (FES) 

 

Idealisierungen ▪ massebehaftete Elemente mit festgelegten 

Verformungseigenschaften (Trägheit und Steifigkeit) 

▪ Knotenpunkte (Verknüpfung finiter Elemente, Angriffspunkte 

für Einzelkräfte, Beschreibung der Verformung) 

▪ starre, reibungsfreie Bindungselemente 

Symbole Körper 

 

Zug-/Druckstab 

 

 

Balkenelement 

(Zug/Druck, Bie-

gung, Torsion) 

 

ebenes 

Dreieckselement 

 

räumliches 

Tetraederelement 

 

  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Materialkennwert E 

Querschnitt A 

Länge L 

Dichte ρ 
 

Materialkennwerte E, G 

Querschnitt A 
Flächenträgheitsmomente 

Länge L 

Dichte ρ 
 

Materialkennwerte E, ν 

Dicke h 

Dichte ρ 
 

Materialkennwerte E, ν 

Dichte ρ 
 
 

Bindungselemente 

 

Gelenklager 

 

feste 
Einspannung 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Anwendung Karosserieschwingungen, Akustik, Baudynamik, … 

Sonderfall Elastische Stabfachwerke 
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Kontinuierliche Systeme (KOS) 

 

Idealisierungen ▪ Körper mit stetiger Massenverteilung und stetigen Verformungsei-

genschaften 

▪ stetig verteilte Kräfte (Volumenkräfte, Spannungen) 

▪ Bindungen (geometrische Randbedingungen) 

Symbole Körper 

 

 

 

 

 

 

Bindungen 

 

 

 

 

 

 

 

 

Materialkennwerte E, ν 

Dichte ρ 
 

Anwendung beschränkt auf Einzelfälle 

Sonderfälle Balken, Platten, Schalen 

 

Hybride Mehrkörpersysteme (Elastische Mehrkörpersysteme) 

 

Idealisierungen starre und elastische Körper 

Kombination ▪ MKS  +  KOS 

▪ MKS  +  FES 

Anwendung Weltraumstrukturen, Robotik, … 
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Koordinatentransformation 
 

Koordinatendarstellung eines Vektors 

 

Vektor 𝐚(t) 

 

 

Koordinatensystem K {O, 𝐞x , 𝐞y , 𝐞z}  Koordinatensystem K′ {O′, 𝐞x′  , 𝐞y′  , 𝐞z′} 

 

 

 

 

 

              

  𝐚 =  ax𝐞x + ay𝐞y + az𝐞z    𝐚 =  ax′  𝐞x′ +  ay′  𝐞y′ +  az′  𝐞z′ 

 

𝐚K = [

ax

ay

az

]    𝐚K′ = [

ax′

ay′

az′

] 

Koordinatentransformation 

𝐞x′ = Sxx′𝐞x + Syx′𝐞y + Szx′𝐞z 𝐞x′K = [

Sxx′

Syx′

Szx′

] = [

cos(∠xx′)

cos(∠yx′)

cos(∠zx′)
] 

𝐞y′ = Sxy′𝐞x + Syy′𝐞y + Szy′𝐞z 𝐞y′K = [

Sxy′

Syy′

Szy′

] = [

cos(∠xy′)

cos(∠yy′)

cos(∠zy′)

] 

𝐞z′ =  Sxz′𝐞x + Syz′𝐞y + Szz′𝐞z 𝐞y′K = [

Sxz′

Syz′

Szz′

] = [

cos(∠xz′)

cos(∠yz′)

cos(∠zz′)

] 

 

  

Sxx′  

Szx′  
Syx′  

= |𝐞x′| ∙ cos(∠yx′) 
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 𝐚 = ax′  𝐞x′ + ay′  𝐞y′ + az′  𝐞z′  

 

𝐚K = ax′  𝐞x′K + ay′  𝐞y′K + az′  𝐞z′K  

      =  ax′ [

Sxx′

Syx′

Szx′

] + ay′ [

Sxy′

Syy′

Szy′

] + az′ [

Sxz′

Syz′

Szz′

]  

[

ax

ay

az

] = [

Sxx′

Syx′

Szx′

Sxy′

Syy′

Szy′

Sxz′

Syz′

Szz′

] ∙ [

ax′

ay′

az′

] = [

S11

S21

S31

S12

S22

S32

S13

S23

S33

] ∙ [

ax′

ay′

az′

]  

 𝐚K   =               𝐒KK′             ∙   𝐚K′   Transformationsmatrix K′ →  K (Drehmatrix) 

 

Eigenschaften einer Drehmatrix:  𝐒KK′ = [𝐞x′K 𝐞y′K 𝐞z′K] 

Es gilt: ‖𝐞x′‖ = ‖𝐞y′‖ = ‖𝐞z′‖ = 1  ,      𝐞x′ ∙ 𝐞y′ = 𝐞x′ ∙ 𝐞z′ = 𝐞y′ ∙ 𝐞z′ = 0 

Daraus folgt: 

𝐒KK′
T ∙ 𝐒KK′ = [

𝐞x′K

𝐞y′K

𝐞z′K

] ∙ [𝐞x′K 𝐞y′K 𝐞z′K] = [

𝐞x′ ∙ 𝐞x′ 𝐞x′ ∙ 𝐞y′ 𝐞x′ ∙ 𝐞z′

𝐞y′ ∙ 𝐞x′ 𝐞y′ ∙ 𝐞y′ 𝐞y′ ∙ 𝐞z′

𝐞z′ ∙ 𝐞x′ 𝐞z′ ∙ 𝐞y′ 𝐞z′ ∙ 𝐞z′

]

K

= [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]  

    𝐒KK′
T ∙ 𝐒KK′ = 𝐒KK′ ∙ 𝐒KK′

T = 𝐄  Drehmatrix ist orthogonal 

       𝐒KK′
−1 = 𝐒KK′

T  

       det 𝐒KK′ = 1 

       �̇�KK′ ∙ 𝐒KK′
T = �̃�K = [

0 −ωz    ωy

   ωz   0 −ωx

−ωy    ωx   0
] 

       𝛚K =  [

ωx

ωy

ωz

]   

Rücktransformation:  𝐚K′ = 𝐒KK′
T ∙ 𝐚K mit 𝐒K′K = 𝐒KK′

T  

Darstellung in K 

Winkelgeschwindig-

keitsvektor 

dargestellt in K 
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Euler− und Kardan−Winkel 

 
Führt ein Körper nur Rotationen um einen festen Punkt aus, so genügen zur eindeutigen 
Lagebeschreibung des Körpers drei voneinander unabhängige Winkel. Fallen beispiels-

weise das Inertialsystem {OI, 𝐞I1, 𝐞I2, 𝐞I3} und das körperfeste Koordinatensystem 
{OR, 𝐞R1, 𝐞R2, 𝐞R3} zunächst zusammen, so kann eine allgemeine Drehung als Hintereinan-
derschaltung von elementaren Drehungen um Achsen des körperfesten Systems aufge-
fasst werden. Die endliche Drehung wird dabei durch eine Drehmatrix gekennzeichnet. 
Den Vektor der Winkelgeschwindigkeit erhält man entweder durch Differenzieren der 
Drehmatrix oder durch Addieren der Winkelgeschwindigkeitskomponenten der elementa-
ren Drehungen, wobei aber die entsprechenden Koordinatentransformationen zu beachten 
sind. 
 
 

Kardan−Winkel 
 
Dreht man der Reihe nach um die mo-

mentanen Achsen 𝐞R1, 𝐞R2, 𝐞R3 , so hei-
ßen die zugehörigen Drehwinkel KAR-

DAN−WINKEL und werden mit α, β, γ be-
zeichnet. Zu beachten ist, dass die Ele-
mentardrehungen nacheinander um die 
Achsen desjenigen Systems erfolgen, 
das durch die vorhergegangenen Dre-
hungen entstanden ist. 
 
 
 
 
Die zugehörige Drehmatrix hat die Form 
 

 𝐒 = [
1 0   0
0 cos α − sin α
0 sin α    cos α

] ⋅ [
   cos β 0 sin β

 0 1 0
− sin β 0 cos β

] ⋅ [
cos γ − sin γ 0
sin γ    cos γ 0

0  0 1
] 

 = [

cos β cos γ − cos β sin γ   sin β
cos α sin γ + sin α sin β cos γ cos α cos γ − sin α sin β sin γ − sin α cos β
sin α sin γ − cos α sin β cos γ sin α cos γ + cos α sin β sin γ    cos α cos β

] 

 
 

Im Inertialsystem {OI, 𝐞I1, 𝐞I2, 𝐞I3}  lautet der Winkelgeschwindigkeitsvektor 
 

𝛚 = [
α̇
0
0

] + [
1 0  0
0 cos α − sin α
0 sin α    cos α

] ⋅ [
0
β̇
0

] + [
1 0  0
0 cos α − sin α
0 sin α    cos α

] ⋅ [
   cos β 0 sin β

 0 1 0
− sin β 0 cos β

] ⋅ [
0
0
γ̇

] 

    = [

1 0   sin β
0 cos α − sin α cos β
0 sin α    cos α cos β

] ⋅ [

α̇
β̇
γ̇

].  
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Euler−Winkel 
 
Führt man dagegen die Elementardrehun-
gen so aus, dass sie nacheinander um die 
momentanen Achsen 𝐞R3, 𝐞R1, 𝐞R3 erfolgen, 
so heißen die Drehwinkel EULER−WINKEL 

und werden mit ψ, ϑ, φ bezeichnet. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Die entsprechende Drehmatrix lautet 
 

𝐒 =  [
cos ψ − sin ψ 0
sin ψ    cos ψ 0

0  0 1
] ⋅ [

1 0  0
0 cos ϑ − sin ϑ
0 sin ϑ    cos ϑ

] ⋅ [
cos φ − sin φ 0
sin φ    cos φ 0

0  0 1
]  

   =  [

cos ψ cos φ − sin ψ cos ϑ sin φ − cos ψ sin φ − sin ψ cos ϑ cos φ    sin ψ sin ϑ
sin ψ cos φ + cos ψ cos ϑ sin φ − sin ψ sin φ − cos ψ cos ϑ cos φ −cos ψ sin ϑ

sin ϑ sin φ sin ϑ cos φ   cos ϑ
] 

 
 

und der Winkelgeschwindigkeitsvektor hat im Inertialsystem {OI, 𝐞I1, 𝐞I2, 𝐞I3} die Form 
 

𝛚 = [
0
0
ψ̇

] + [
cos ψ − sin ψ 0
sin ψ    cos ψ 0

0  0 1
] ⋅ [

ϑ̇
0
0

] + [
cos ψ − sin ψ 0
sin ψ    cos ψ 0

0  0 1
] ⋅ [

1 0  0
0 cos ϑ − sin ϑ
0 sin ϑ    cos ϑ

] ⋅ [
0
0
φ̇

] 

    = [
0 cos ψ     sin ψ sin ϑ
0 sin ψ − cos ψ sin ϑ
1 0   cos ϑ

] ⋅ [
ψ̇

ϑ̇
φ̇

] 

 
Die EULER−WINKEL benützt man hauptsächlich in der Kreiseltheorie, während für techni-
sche Probleme und in der Luftfahrt meist KARDAN−WINKEL verwendet werden. Manchmal 
ist auch ein Wechsel der Beschreibungsart notwendig, um Singularitäten zu vermeiden 
und die Eindeutigkeit der Beschreibung zu gewährleisten. 
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Klassifizierung von Bindungen 

 
Kriterium Bindung 

kinematische 

Größen 

geometrisch Beziehung zwischen Lagegrößen 

→  reduziert Freiheitsgrad der Lage und der 

 Geschwindigkeit 

 (Gelenke, Lager) 

kinematisch Beziehung zwischen Geschwindigkeitsgrößen 

→  reduziert Freiheitsgrad der Geschwindigkeit 

 integrierbar überführbar in geometrische Bindung 

→  reduziert gleichzeitig Freiheitsgrad der Lage 

 nicht 

 integrierbar 

nicht überführbar in geometrische Bindung 

→  reduziert nur Freiheitsgrad der Geschwindigkeit 

 (Wälzpaarungen, Schneiden) 

Bewegungs- 

beschränkung 

holonom geometrische oder integrierbare kinematische Bindung 

→  reduziert Freiheitsgrad der Lage und 

 Geschwindigkeit 

nichtholonom nicht integrierbare kinematische Bindung 

→  reduziert nur Freiheitsgrad der Geschwindigkeit 

Funktionstyp implizit 𝛗(𝐱) = 𝟎 geometrisch 

𝛙(𝐱, �̇�) = 𝟎 kinematisch 

explizit 𝐱 = 𝐱(𝐲) geometrisch 

�̇� = �̇�(𝐲, 𝐳) kinematisch 

Zeitabhängig-

keit 

skleronom 𝛗(𝐱) = 𝟎 oder  𝐱 = 𝐱(𝐲) nicht explizit zeitabhängig 

rheonom 𝛗(𝐱, t) = 𝟎 oder  𝐱 = 𝐱(𝐲, t) explizit zeitabhängig 

Wirkung zweiseitig Wirkung in beide Richtungen  

(Gleichungsbedingung) 

einseitig Wirkung nur in eine Richtung  

(Ungleichungsbedingung) 
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Charakterisierung von Lagerungen 
(holonome Mehrkörpersysteme) 

 
▪ f! = ∑ f"! Freiheitsgrad des freigeschnittenen Mehrkörpersystems 

= Zahl der unabhängigen Bewegungsmöglichkeiten der freien Körper 
= Gesamtzahl der verfügbaren Gleichungen 

Körpertyp Freiheitsgrad 
eben räumlich 

Massenpunkt  

 f"! = 2 
 

 f"! = 3 

starrer Körper  

 f"! = 3 
 

 f"! = 6 

 

▪ n# = ∑n$# Summe aller Lagerwertigkeiten 
= Zahl der holonomen Bindungen 
= Zahl der Bewegungsbeschränkungen 
= Zahl der hervorgerufenen Lagerreaktionen 
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▪  Zahl der unabhängigen Lagerwertigkeiten mit 𝛗(𝐱) = 𝟎, 𝛗:		ℝ%	" → ℝ&# 
= Zahl der berechenbaren Lagerreaktionen 

 

  f = f! − n Freiheitsgrad des holonomen Mehrkörpersystems 
f = 0 kinematisch bestimmt 
f > 0 kinematisch unbestimmt 

  r = n# − n überzählige Lagerreaktionen 
r = 0 statisch bestimmt 
r > 0 statisch unbestimmt 

 

Hinweis für die Praxis (n oft schwierig zu bestimmen): 
 1) f aus Anschauung ⇒ n = f! − f,  r = n# − n 
 2) r aus Anschauung ⇒ n = n# − r,  f = f! − n 

 

n = Rg
∂𝛗
∂𝐱  
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Kräftearten 
 

 

Unterscheidungs-

merkmal 

Typ 

Systemgrenze 

   𝐟i = 𝐟i
a + 𝐟i

i 

 

 

 

innere Kräfte: treten innerhalb der Systemgrenze paarweise auf 

 z.B. Koppelglieder und Bindungen innerhalb des Systems 

äußere Kräfte: Ursache außerhalb der Systemgrenze,  

 treten einfach auf 

 z.B. Gewichtskräfte, Kopplungen und Bindungen an Umwelt 

Ersetzbarkeit 

   𝐟i = 𝐟i
e + 𝐟i

r 

 

 

 

Reaktionskräfte: Unbekannte des Systems, Reaktion auf Bewe-

gungsbeschränkung durch Bindungen 

 n holonome Bindungen   n verallg. Reaktionskräfte 

  𝐠 = [g1 … gn] 

 𝐟i
r = 𝐅i(𝐲, t) ⋅ 𝐠,    i = 1(1)p 

eingeprägte Kräfte: gehorchen einem Kraftgesetz 

 nichtideale Kräfte:  abhängig von Reaktionskräften 

𝐟i
e = 𝐟i

e(𝐲, 𝐠, t) 

 z.B. Gleitreibung  

 

 ideale Kräfte:       unabhängig von Reaktionskräften 

 P−Kräfte: lageabhängig   𝐟i
e = 𝐟i

e(𝐲, t) 

 z.B. Gewichtskraft F = mg 

 z.B. Federkraft F = c(s − s0)  

 PD−Kräfte: zus. geschwindigkeitsabhängig 𝐟i
e = 𝐟i

e(𝐲, �̇�, t)  

 z.B. Dämpferkraft F = d ṡ 

 PID−Kräfte: zus. abhängig von Lageintegralen 𝐰 

𝐟i
e = 𝐟i

e(𝐲, �̇�, 𝐰, t) 

�̇� = �̇�(�̇�, 𝐰, t) 

ṡ 

N 

R 
R(N) = −μN

ṡ

|ṡ|
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Trägheitsmomente 
Trägheitstensor 

 im körperfesten System 𝐈′ = − ∫ �̃�′ ⋅ �̃�′ dm
K

= [

Ixx
′ Ixy

′ Ixz
′

Ixy
′ Iyy

′ Iyz
′

Ixz
′ Iyz

′ Izz
′

] = 𝐈′T 

 im Inertialsystem (Koordinatentransformation) 𝐈 = 𝐒 ⋅ 𝐈′ ⋅ 𝐒T = 𝐈T 

 

Direkte Berechnung 

 Massenträgheitsmomente Ixx
′ = ∫ (y2 + z2) dm

K
 

  Iyy
′ = ∫ (z2 + x2) dm

K
 

  Izz
′ = ∫ (x2 + y2) dm

K
 

 Massendeviationsmomente Ixy
′ = − ∫ xy dm

K
 

  Iyz
′ = − ∫ yz dm

K
 

  Ixz
′ = − ∫ xz

K
dm 

 Dreiecksungleichungen Ixx
′ + Iyy

′ ≥ Izz
′  

  Iyy
′ + Izz

′ ≥ Ixx
′  

  Izz
′ + Ixx

′ ≥ Iyy
′   

 

speziell: Im Hauptachsensystem verschwin-

den die Deviationsmomente (Achsen senk-

recht zu Symmetrieebenen sind Hauptachsen) 

 

Vereinfachte Berechnung für zusammengesetzte Körper  

K = ⋃ Kii    :  𝐈′ = ∑ 𝐈i
′

i  

 

Huygens−Steiner Gleichungen 

(Wechsel des Bezugspunktes, Schwerpunkt C) 𝐈P = 𝐈C + m [
b2 + c2 −ab −ac

−ab c2 + a2 −bc
−ac −bc a2 + b2

] 

 

Trägheitsmoment bezüglich einer Achse 𝐞  (‖𝐞‖ = 1)                  

 Ie = ∫ r2 dm
K

= 𝐞 ⋅ 𝐈 ⋅ 𝐞 

  

 

Trägheitsradius k:       

IH = [

Ixx
H 0 0

0 Iyy
H 0

0 0 Izz
H

] 

 

Ie =
!

k2m ⇒   k = √
Ie

m
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Kinetische Energie 
 
Massenpunkt 

Definition:  
  

Einheit:      1[Nm] = 1 [ J ] 
 

Starrkörper 
 

 Massenelement:   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Körper:  
 

 Sonderfälle: ♦ O′ ≡ C Schwerpunkt 

  ♦ O′ ≡ C, ebene Bewegung 

  ♦ O′ Fixpunkt oder Momentanpol  

 
Mehrkörpersystem 

 

T =
1

2
න vଶ dm = 

1

2
න vଶ dm =  T୧

୧୧⋃ 

 

kinetische Energie des einzelnen  
Massenpunkts oder Körpers 

  

Starrkörperkinematik 

T =
1

2
mvଶ =

1

2
m𝐯 ⋅ 𝐯 =

1

2
𝐯 ⋅ 𝐩 

dT =
1

2
dm vଶ =

1

2
dm 𝐯 ⋅ 𝐯 

T =
1

2
m 𝐯ᇱ

 ⋅ 𝐯ᇲ − m 𝐯ᇲ
 ⋅ 𝐫େ

ᇱ ⋅ 𝛚 +
1

2
𝛚 ⋅ 𝐈ᇲ ⋅ 𝛚 

⇒ T =
1

2
m 𝐯େ

 ⋅ 𝐯େ +
1

2
𝛚 ⋅ 𝐈େ ⋅ 𝛚 

⇒ T =
1

2
m൫vେ୶

ଶ + vେ୷
ଶ ൯ +

1

2
Iେωଶ 

⇒ T =
1

2
𝛚 ⋅ 𝐈ᇲ ⋅ 𝛚 
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Potentielle Energie 
 
 lineare Feder 

am Körper geleistete Arbeit: 

Wଵଶ = න (−cx)dx = −
ୱమ

ୱభ

ቆ
c sଶ

ଶ

2
−

c sଵ
ଶ

2
ቇ 

 
an Feder geleistete Arbeit und damit in Feder  
gespeicherte Energie: 

U(s) = න cx dx =
c sଶ

2

ୱ



 

 

 

Wଵଶ = −∆U = −⌊U(sଶ) − U(sଵ)⌋  

 
 konstante Gewichtskraft 

Wଵଶ = න [0 0 −mg] 
dx
dy
dz

൩
ଶ

ଵ

= −mg න dz
మ

భ

 

      = −[mg zଶ − mg zଵ]  ⇒ U(z) = mgz 
 
 allgemeine Definition 

Eine Kraft 𝐟 ist eine Potentialkraft, wenn die geleistete Arbeit 
nicht vom Weg, sondern nur von den Endpunkten abhängt. 

Es existiert dann eine Potentialfunktion U(𝐫), so dass gilt: 

   Wଵଶ = −∆U = −[U(𝐫𝟐) − U(𝐫𝟏)] 

 Bestimmung von U(𝐫) = U(x, y, z): 

  dU = −dW = −𝐟 ⋅ d𝐫 

⇒
∂U

∂x
dx +

∂U

∂y
dy +

∂U

∂z
dz = −f୶ dx − f୷ dy − f dz 

⇒
∂U

∂x
= −f୶ ,

∂U

∂y
= −f୷ ,

∂U

∂z
= −f 

 
 

grad U =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
∂U

∂x
∂U

∂y
∂U

∂z⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= −𝐟 

U(s) 

f 
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Lagrange'sche Gleichungen zweiter Art 
 
Prinzip von d'Alembert:    
 
 

            ൫m୩�̇�୩
 ⋅ �̇�୩ − 𝐟୩

ୣ
൯ ⋅ 

∂𝐫୩

∂y୧
δy୧



୧ୀଵ

 =   m୩�̇�୩
 ⋅

∂𝐫୩

∂y୧
−  𝐟୩

ୣ
⋅

∂𝐫୩

∂y୧
୩୩

൩ δy୧ = 0



୧ୀଵ୩

 

 

  

 

   
 

  

     
 
 
 
 

 

 

                   kinetische Energie 

 

                   verallgemeinerte Kraft zum Freiheitsgrad y୧ 
 

           
d

dt

∂T

∂ẏ୧
−

∂T

∂y୧
− Q୧൨ δy୧ = 0



୧ୀଵ

 

                   
 
 
Lagrange Gleichungen zweiter Art 
 

         
d

dt

∂T

∂ẏ୧
−

∂T

∂y୧
= Q୧ ,   i = 1(1)f 

 
  

൫m୩𝐚୩
 − 𝐟୩

ୣ
൯ ⋅ δ𝐫୩ = 0

୩

 

𝐯୩ =
d𝐫୩

dt
= 

∂𝐫୩

∂y୧
ẏ୧ ⇒

∂𝐯୩

∂ẏ୧
=

∂𝐫୩

∂y୧ 
 

୧

 

∂

∂y୧
൫𝐯୩

 ⋅ 𝐯୩൯ =
∂𝐯୩



∂y୧
⋅ 𝐯୩ + 𝐯୩

 ⋅
∂𝐯୩

∂y୧
= 2 𝐯୩

 ⋅
∂𝐯୩

∂y୧
 

m୩�̇�୩
 ⋅

∂𝐫୩

∂y୧
=

d

dt
m୩𝐯୩

 ⋅
∂𝐫୩

∂y୧
൨ − m୩𝐯୩

 ⋅
d

dt
൬

∂𝐫୩

∂y୧
൰ 

=
d

dt
m୩𝐯୩

 ⋅
∂𝐯୩

∂ẏ୧
൨ − m୩𝐯୩

 ⋅
∂

∂y୧
൬

d𝐫୩

dt
൰ 

=
d

dt


∂

∂ẏ୧
൬

1

2
m୩𝐯୩

 ⋅ 𝐯୩൰൨ −
∂

∂y୧
൬

1

2
m୩𝐯୩

 ⋅ 𝐯୩൰ 

=
d

dt

 ∂T୩

∂ẏ୧
−

∂T୩

∂y୧
 

T =  T୩

୩

= 
1

2
m୩𝐯୩

 ⋅ 𝐯୩ = 
1

2
m୩v୩

ଶ

୩୩

 

Q୧ =  𝐟୩
ୣ

⋅
∂𝐫୩

∂y୧
୩
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speziell: konservative Systeme 

 eingeprägte Kräfte haben ein Potential U୩(𝐫୩) mit   

  

Q୧ =  𝐟୩
ୣ

୩

⋅
∂𝐫୩

∂y୧
= −  ൬

∂U୩

∂𝐫୩
൰



⋅
∂𝐫୩

∂y୧
= − 

∂U୩

∂y୧
୩

= −
∂

∂y୧
 U୩ = −

∂U

∂y୧
୩୩

 

 
d

dt
 
∂T

∂ẏ୧
−

∂T

∂y୧
= −

∂U

∂y୧
 

d

dt
 
∂T

∂ẏ୧
−

∂

∂y୧

(T − U) = 0 

 

 L ≔ T − U   Lagrange-Funktion 
 
 

Bewegungsgleichungen  
(Lagrange'sche Gleichungen zweiter Art für konservative Systeme)  

       
d

dt

∂L

∂ẏ୧
−

∂L

∂y୧
= 0 , i = 1(1)f 

 
Allgemeines Vorgehen zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen für konservative 
Mehrkörpersysteme 

1) Beschreiben der Kinematik mit verallgemeinerten Koordinaten  yଵ  … y 

2) Kinetische Energie des Gesamtsystems  

 □ Massenpunkt:  

 □ Starrkörper:  

3) Potentielle Energie des Gesamtsystems  

 □ Feder  

 □ Gewichtskraft U୩ = m୩ g z୩ 

4) Lagrange-Funktion   L = T − U 

 

5) Differentiation    
 

6) Bewegungsgleichungen 
d

dt

∂L

∂ẏ୧
−

∂L

∂y୧
= 0  , i = 1(1)f 

∂L

∂y୧
,

∂L

∂ẏ୧
,

d

dt
൬

∂L

∂ẏ୧
൰  

U୩ =
1

2
c୩s୩

ଶ 

U =  U୩

୩

 

T୩ =
1

2
m୩𝐯େ୩

 ⋅ 𝐯େ୩ +
1

2
𝛚୩

 ⋅ 𝐈େ୩ ⋅ 𝛚୩ 

T୩ =
1

2
m୩v୩

ଶ =
1

2
m୩𝐯୩

 ⋅ 𝐯୩ 

T =  T୩

୩

 

𝐟୩
ୣ = −grad U୩ = −

∂U୩

∂𝐫୩
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Gleichungen gewöhnlicher Mehrkörpersysteme (MKS) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�̿�              ⋅ 𝐉̅  ⋅  �̈�  +          �̅�c            =           �̅�e     +               �̅� ⋅ 𝐠        

[
 
 
 
 m1𝐄 𝟎
𝟎 m2𝐄… 

𝐈1 𝟎
𝟎 …]

 
 
 
 

⏞              

⋅

[
 
 
 
 
𝐉T1
𝐉T2
…
𝐉R1
… ]
 
 
 
 

⏞

⋅ �̈� +

[
 
 
 
 

m1�̅�1
m2�̅�2
…

𝐈1 ⋅ �̅�1 + �̃�1 ⋅ 𝐈1 ⋅ 𝛚1
… ]

 
 
 
 

⏞              

=               

[
 
 
 
 
𝐟1
e

𝐟2
e

…
𝐥1
e

…]
 
 
 
 

⏞

        +                   

[
 
 
 
 
𝐅T1
𝐅T2
…
𝐅R1
… ]
 
 
 
 

⏞  

⋅ 𝐠 

𝐌(𝐲s, t)⏟    ⋅ �̈� +(
∂𝐤

∂�̇�
|
s

−
∂𝐪

∂�̇�
|
s

)
⏟        

 ⋅ �̇� +(
∂𝐌

∂𝐲
|
s

⋅ �̈�s +
∂𝐤

∂𝐲
|
s

−
∂𝐪

∂𝐲
|
s

)
⏟                

⋅ 𝛈 = 𝐪(𝐲s, �̇�s, t) − 𝐤(𝐲s, �̇�s, t) − 𝐌(𝐲s, t) ⋅ �̈�s⏟                        
           

 

 
1

2
(𝐏 + 𝐏T)⏟      + 

1

2
(𝐏 − 𝐏T)⏟                   

1

2
(𝐐 + 𝐐T)⏟      + 

1

2
(𝐐 − 𝐐T)⏟       

�̅�T ⋅ �̿�−1 ⋅  �̿�  ⋅ 𝐉̅⏟            ⋅  �̈�   +   �̅�T ⋅  �̿�−1 ⋅ �̅�c⏟          = �̅�T ⋅ �̿�−1 ⋅ �̅�e⏟        + �̅�T ⋅ �̿�−1 ⋅ �̅�⏟        ⋅ 𝐠 

�̂�            =         �̂�          +         �̂�       ⋅  𝐠      

𝐉̅T ⋅ �̿�            ⋅ 𝐉̅⏟         ⋅  �̈�  +    𝐉̅T ⋅ �̅�c⏟            =   𝐉̅T ⋅ �̅�e⏟     +         𝐉̅T ⋅ �̅�⏟  ⋅ 𝐠 

𝐌            ⋅   �̈�  +         𝐤               =       𝐪 

�̃�     ⋅ �̈� +         𝐏       ⋅ �̇�  +                 𝐐             ⋅ 𝛈  =                         𝐡      

�̃�  ⋅ �̈� + (𝐃   +     𝐆) ⋅ �̇�  +      (𝐊   +      𝐍)    ⋅ 𝛈  =                         𝐡       

Newton-Eulersche Gleichungen (DGLn, i.a. nichtlinear, mit Reaktionskräften und -momenten) 

MKS-Bewegungsgleichungen  
(DGLn, i.a. nichtlinear) 

Projektion zur Elimination der 
Reaktionskräfte und -momente 

Optional: Reaktionsgleichungen (LGS) 

Optional und falls 
physikalisch ge-

rechtfertigt:  
Linearisierung  

um eine  
Soll-Bewegung 

𝟎 

Ortho-
gonalitäts-
beziehung 

Projektion zur Berechnung der 
Reaktionskräfte und -momente 

𝟎 

Ortho-
gonalitäts-
beziehung 

linearisierte Bewegungsgleichungen (DGL) 

Optional und falls System zeitinvariant: Auftei-
lung zur physikalischen Interpretation 

�̿�(𝐲, t) = �̿�T > 𝟎 …globale Massen- 
                                Blockdiagonalmatrix 

𝐉̅(𝐲, t) … globale Jacobimatrix  
𝐲(t) …Vektor der verallg. Koordinaten 

�̅�c(𝐲, �̇�, t) …Vektor d. Coriolis- & Zentrif.-Kräfte 
�̅�e(𝐲, �̇�, t) …Vektor d. eingeprägten Kräfte  

�̅� …glob. Verteilungsmatrix d. Reaktionskräfte 

𝐠 …Vektor der verallg. Zwangskräfte 

𝐌(𝐲, t) = 𝐌T > 𝟎 … Massenmatrix 
𝐤(𝐲, �̇�, t) …Vektor d. verallg. Kreiselkräfte  
𝐪(𝐲, �̇�, t) …Vektor d. verallg. eingepr. Kräfte 
𝛈(t) …Vektor kleiner Bewegungen 
 
 
 
 
 

�̂�(𝐲, �̇�, t)…Einfluss d. Kreiselkräfte auf Reaktionskr. 
�̂�(𝐲, �̇�, t)…Einfluss eingepr. Kräfte auf Reaktionskr. 

�̂�(𝐲, t) = �̂�T > 𝟎 …Reaktionsmatrix  

�̃�(t) = �̃�T > 𝟎  …linearisierte Massenmatrix 
𝐏(t) …Matrix d. geschwindigkeitsabh. Kräfte  
𝐐(t) …Matrix d. lageabhängigen Kräfte 

𝐃 = 𝐃𝐓 ≥ 𝟎 …Dämpfungsmatrix  

𝐆 = −𝐆𝐓 ≥ 𝟎 …Matrix gyroskopischer Kräfte 

𝐊 = 𝐊𝐓 ≥ 𝟎 …Steifigkeitsmatrix  

𝐍 = −𝐍𝐓 ≥ 𝟎 …Matrix nichtkonservativer Lagekr.  
𝐡(t) …Erregervektor 
konservatives System, Energieerhaltung: 𝐃 = 𝐍 = 𝐡 = 𝟎 
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Eigenschaften der Fundamentalmatrix 
 
 

1. Darstellung als Matrizenexponentialfunktion  

    𝛟(t) = e𝐀t = 𝐄 + 𝐀t +
1

2!
(𝐀t)2 +

1

3!
(𝐀t)3 + ⋯ = ∑

1

k!

∞

k=0

(𝐀t)k 

 konvergente unendliche Reihe 

 

2. Die Fundamentalmatrix genügt der Differentialgleichung 

     �̇�(t) = 𝐀 ⋅ 𝛟(t) = 𝛟(t) ⋅ 𝐀,   𝛟(0) = 𝐄  

 Beweis: 

           = 𝐀 ⋅ (𝐄 + 𝐀t +
1

2!
𝐀2t2 + ⋯ ) = 𝐀 ⋅ 𝛟(t) 

         =
 oder

(𝐄 + 𝐀t +
1

2!
𝐀2t2 + ⋯ ) ⋅ 𝐀 = 𝛟(t) ⋅ 𝐀 

  𝛟(0) = 𝐄   offensichtlich 

 

3. Überführungseigenschaft 

    𝛟(t1 + t2) = 𝛟(t1) ⋅ 𝛟(t2) = 𝛟(t2) ⋅ 𝛟(t1) 

 

 Beweis: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
  

e𝐀(t1+t2) = ∑
𝐀k(t1 + t2)k

k!

∞

k=0

 

= ∑
𝐀k

k!

∞

k=0

∑ (
k
j
) t1

j
t2

k−j

k

j=0

 

= ∑
𝐀k

k!
∑

k!

j! (k − j)!
t1

j
t2

k−j

k

j=0

∞

k=0

 

= ∑ ∑
1

j!
(𝐀t1)j

1

(k − j)!
 (𝐀t2)k−j

k

j=0

∞

k=0

 

= ∑ ∑
1

j!

∞

k=j

(𝐀t1)j
1

(k − j)!
(𝐀t2)k−j 

∞

j=0

 

= ∑
1

j!
(𝐀t1)j ∑

1

k′!

∞

k′=0

(𝐀t2)k′

∞

j=0

 

= e𝐀t1e𝐀t2 = e𝐀t2e𝐀t1 

�̇�(t) = 𝐀 + 𝐀2t +
1

2!
𝐀3t2 + ⋯ 
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4. Inverse 

  𝛟(t)−1 = 𝛟(−t) 

 Beweis: Aus der Überführungseigenschaft folgt mit t2 = −t1 

 𝛟(t) ⋅ 𝛟(−t) = 𝛟(t + (−t)) = 𝛟(0) = 𝐄     oder 

 𝛟(t)−1 = (e𝐀t)−1 = e−𝐀t = 𝛟(−t) 

 

5. Determinante (Formel von Jacobi−Liouville) 

  

  det 𝛟(t) = et Sp𝐀     mit         Spur von 𝐀 

  

 Beweis: Aus der Determinantenformel  

  

 

 folgt 

 

 
 
 

  
 

 
 oder 

 

 

          

 

Mit     

bzw.  

 

erhält man wegen  

 

 
 

das Zwischenergebnis 
 
 
 
 
  

Sp 𝐀 = ∑ Aii

n

i=1

 

 

+  …  + ∑ sign(i1 … in)φi11φi22 … φ̇inn

(i1…in)

Perm.  von (1…n)

 

 

𝐀 ⋅ 𝛗𝐤 = 𝐀 ⋅ 𝛟 ⋅ 𝐞k ≡ 𝛟 ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐞k = ∑ 𝛗i𝐀ik

i

 𝛗k = 𝛟 ⋅ 𝐞k 

det [𝛗1 … ∑ 𝛗i𝐀ik

i

… 𝛗n] ≡ det[𝛗1 … 𝐀kk𝛗k … 𝛗n] ≡ 𝐀kk det[𝛗1 … 𝛗k … 𝛗n] 

 

 

det 𝛟(t) = ∑ sign(i1 … in)φi11φi22 … φinn

(i1…in)

Perm.  von (1…n)

 

 
d

dt
det 𝛟(t) = ∑ sign(i1 … in)φ̇i11φi22 … φinn

(i1…in)

Perm.  von (1…n)

 

 

d

dt
det 𝛟(t) = det[�̇�1(t)|𝛗2(t)| … |𝛗n(t)] + ⋯ + det[𝛗1(t)|𝛗2(t)| … |𝛗ṅ (t)] 

= det[𝐀 ⋅ 𝛗1(t)| 𝛗2(t)| … |𝛗n(t)] + ⋯ + det[𝛗1(t)|𝛗2(t)| … |𝐀 ⋅ 𝛗n(t)] 

d

dt
det 𝛟(t) = ∑ Aii det 𝛟(t)

n

i=1
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Die Wronski−Determinante det 𝛟(t) genügt damit der skalaren Differential-

gleichung 

  
 
 

Durch Integration dieser Beziehung mit der Anfangsbedingung det 𝛟 (0) =

det 𝐄 = 1 ergibt sich die Formel von Jacobi−Liouville 

  
 
 
    

 

 

6. Integration 

 

                      für  det 𝐀 ≠ 0 

 

 Beweis:  

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

d

dt
det 𝛟(t) = Sp 𝐀 det 𝛟(t) 

∫
d(det 𝛟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

det 𝛟

det ϕ

1

= Sp A ∫ dτ
t

0

 

⇒ ln(det 𝛟) = t Sp 𝐀 

∫ 𝛟
t

0

(τ)dτ = 𝐀−1 ⋅ (𝛟(t) − 𝐄) = (𝛟(t) − 𝐄) ⋅ 𝐀−1 

�̇� =
d𝛟

dt
= 𝐀 ⋅ 𝛟 

⇒ ∫ d�̅�

𝛟(t)

𝐄

= 𝐀 ⋅ ∫ 𝛟

t

0

 dτ 

⇒ 𝛟(t) − 𝐄 = 𝐀 ⋅ ∫ 𝛟(τ)dτ

t

0
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Schwinger mit einem Freiheitsgrad 

 

Schwingungsgleichung: ÿ(t) + 2 δ ẏ(t) + ω0
2 y(t) = 0 

Anfangsbedingungen: Lage y(0) = y0 

 Geschwindigkeit ẏ(0) = ẏ0 

Lösungsansatz: y(t) = eλt ⇒ y(t) = C1eλ1t + C2eλ2t, C1, C2 ∈ ℂ 

 λ1,2 = −δ ± √δ2 − ω0
2 

 

Diskussion der Eigenwerte 

Fallunterscheidung Eigenwerte Schwingung 

keine 

Dämpfung 

δ = 0 λ1,2 = ±i ω0 

 

 

 

 

 

 

y(t) = C1eiω0t + C2e−iω0t 

  = (C1 + C2) cos ω0t + (C1 − C2)i sin ω0t 

  = A sin ω0t + B cos ω0t 

  = C cos(ω0t − φ) 

𝑙𝑜𝑙𝑜𝑙𝑙𝑠𝑜𝑠 

schwache 

Dämpfung 

δ2 < ω0
2 λ1,2 = −δ ± iω 

ω = √ω0
2 − δ2 

 

y(t) = C1e(−δ+iω)t + C2e(−δ−iω)t 

        = e−δt(C1eiωt + C2e−iωt) 

        = e−δt(A sin ωt + B cos ωt) 

        = Ce−δt cos(ωt − φ)
 

 

 

 

 

 

 

 
log. Dekrement  
 

Lehrsches  

Dämpfungsmaß  

 

 

ϑ = δT = ln
yn

yn+1
  

D =
δ

ω0
=

ϑ

√ϑ2 + 4π2
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Grenzfall 

 

δ2 = ω0
2 

 

λ1,2 = −δ
 

 

 

 

y(t) = e−δt(A̅t + B̅) 

starke 

Dämpfung 

 

 

 

 

 

 

y(t) = C1eλ1t + C2eλ2t  

 

 

δ2 > ω0
2 λ1 ≠ λ2  ∈ ℝ− 
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Stabilitätskriterien 
 

 

Ein lineares zeitinvariantes System  �̇� = 𝐀 ⋅ 𝐱  ist genau dann 

 

asymptotisch stabil, wenn für alle  j = 1(1)n  gilt 

 Re(λj) < 0 

 

grenzstabil, wenn für alle j = 1(1)n gilt 

 Re(λj) ≤ 0 

 und Re(λk) = 0  für mindestens ein k wobei  dk = vk  (Fall I) 

 

instabil, wenn für mindestens ein j gilt 

 Re(λj) > 0 

 oder Re(λj) = 0 mit  dj < vj  (Fall II) 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
  

Re(λj) < 0 für alle j = 1(1)n 

grenzstabil 

asymptotisch 
stabil 

ja nein 

instabil 

Re(λj) > 0 für mindestens ein j 

ja nein 

Re(λj) = 0 mit  dj < vj 

nein 

ja 
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Modaltransformation und Schwingungsanalyse 

 

Zustandsbetrachtung  mechanische Betrachtung 
 

 

Differentialgleichungen 
 
 
 
 
 

Lösungsansatz 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

charakteristisches Polynom 
 
 
 
 
 

Eigenwerte und Eigenvektoren 
(auch genannt "Eigen- oder Schwingungsformen") 

 
 
 
 
 

Modalmatrix 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
�̇�
�̈�
]

⏟

�̇�

=[
𝟎 𝐄

−𝐌−1 ⋅ 𝐐 −𝐌−1 ⋅ 𝐏
]

⏟              
⋅ 𝐱

𝐀      

   ∈ ℝ
2f

 

 
 

𝐱j = �̃�j e
λjt   →    �̇�j = �̃�jλj e

λjt 

 
 
 
 

gewöhnliches EWP mit 2f  Gleichungen 

 

(λj𝐄 − 𝐀) ⋅ �̃�j e
λjt = 𝟎 

 
 

p(λ) = det(λ𝐄 − 𝐀) 
 
 

 
 
 
 

⇒ EW:  λj und EV:  �̃�j 
 
 
 
 

𝐗 ≔ [�̃�1… �̃�j… ] 
 
 
 
klassische Ähnlichkeitstransformation 

 

Zustands-Normalform,  
   mit Normalkoordinaten 

 

�̇̂� = 𝐗−1 ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐗⏟      

    𝚲=diag(λj)

⋅ �̂� ,   mit 𝐱 = 𝐗 ⋅ �̂� 

 
 

𝐌 ⋅ �̈� + 𝐏 ⋅ �̇� + 𝐐 ⋅ 𝐲 = 𝟎 ∈ ℝf 
 
 
 

𝐲j = �̃�j e
λjt → �̇�j = �̃�jλj e

λjt → �̈�j = �̃�jλj
2 eλjt 

 
 
 
 

quadratisches EWP mit f  Gleichungen 

 

(𝐌λj
2 + 𝐏λj + 𝐐) ⋅ �̃�j e

λjt = 𝟎 

 

 

q(λ) = det(𝐌λ2 + 𝐏λ + 𝐐) 
 
 
 
 
 
 

⇒ EW:  λj und EV:  �̃�j 
 
 
 
 

𝐘 ≔ [�̃�1… �̃�j… ] 
 
 
 

spezielle Ähnlichkeitstransformation 
(Kongruenz-/Modaltransformation) 

Normalform der Bewegungsgleichungen, 
mit "modalen" Normalkoordinaten 

 

𝐘T ⋅ 𝐌 ⋅ 𝐘⏟      

    �̂�

⋅ �̈̂� + 𝐘T ⋅ 𝐏 ⋅ 𝐘⏟      

    �̂�

⋅ �̇̂� + 𝐘T ⋅ 𝐐 ⋅ 𝐘⏟      

    �̂�

⋅ �̂� = 𝟎, 

mit 𝐲 = 𝐘 ⋅ �̂� 

 

p(λ) =
1

det𝐌
q(λ) 

�̃�j = [
�̃�j

λj �̃�j
] 

Zusammenhang 

Zusammenhang 

λj = σj ± i ωj = −δj ± i √ω0j
2 − δj

2, mit i = √−1 

identisch 
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Analyse bei harmonischer Anregung 

Zustandsbetrachtung   mechanische Betrachtung 
 

 
 

Vektor der harmonischen Anregung 
 
 
 
 
 

komplexer Amplitudenvektor der harmonischen Antwort 
 

Frequenzgangsmatrix 

 
 
 
 
 

 

 

 

Spezialfall: Modaltransformation eines nichtgyroskopisch konservativen Systems 

Bewegungsgleichung: 𝐌 ⋅ �̈� + 𝐊 ⋅ 𝐲 = 𝟎  

charakteristische Gleichung: q(λ) = det(𝐌λ2 + 𝐊) = 0 

Eigenwerte und Eigenvektoren: ⇒ EW:  λj = i ω0j   und   EV:  �̃�0j 

massennormierte Eigenvektoren: �̅�0j ≔
1

√�̃�0j
T ⋅𝐌⋅�̃�0j

�̃�0j    →   �̂� ≔ [�̅�01… �̅�0j… ]  

entkoppelte Bewegungsgleichungen: �̂�T ⋅ 𝐌 ⋅ �̂�⏟      

    𝐄

⋅ �̈̂�   + �̂�T ⋅ 𝐊 ⋅ �̂�⏟      

   diag(ω0j
2 )

⋅ �̂�  =  𝟎,  mit   𝐲 = �̂� ⋅ �̂�⏟ 

 

[
�̇�
�̈�
]

⏟

�̇�

=[
𝟎 𝐄

−𝐌−1 ⋅ 𝐐 −𝐌−1 ⋅ 𝐏
]

⏟              
⋅ 𝐱

𝐀      

 
+ [

𝟎
𝐌−1 ⋅ 𝐡

]
⏟      

   𝐛

 

 
 

𝐛 = 𝐛𝟎e
iΩt + �̅�𝟎e

−iΩt = 𝐛ccosΩt + 𝐛ssinΩt 
 
 
 

 

𝐠𝟎 = (iΩ𝐄 − 𝐀 )
−1
⋅ 𝐛𝟎 

 
1

det(iΩ𝐄 − 𝐀 )
adj(iΩ𝐄 − 𝐀 ) 

 
 2|g0j|  

ψj gc 

𝐌 ⋅ �̈� + 𝐏 ⋅ �̇� + 𝐐 ⋅ 𝐲 = 𝐡 
 
 
 

𝐡 = 𝐡0e
iΩt + �̅�0e

−iΩt = 𝐡ccosΩt + 𝐡ssinΩt 
 
 
 
 

𝐪𝟎 = (−𝐌Ω
2 + 𝐏Ωi + 𝐐)−1 ⋅ 𝐡0 

 
1

det(−𝐌Ω2 + 𝐏Ωi + 𝐐)
adj(−𝐌Ω2 + 𝐏Ωi + 𝐐) 

 
 

2|b0| 

gs 
Amplituden- 
frequenzgang 

"modale" 
Normalkoordinaten 

Phasenfrequenzgang 

𝐛0 =
1

2
(𝐛c − i𝐛s) 𝐡0 =

1

2
(𝐡c − i𝐡s) komplexer Amplitudenvektor 

der harmonischen Anregung 



Institut für Technische und Num. Mechanik Maschinendynamik 
Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard / Dr.-Ing. P. Ziegler  M 21 

 

 

 

Amplitudenfrequenzgang 
der Hubschwingungen eines Automobils 

 

 


