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Maschinendynamik
Prof. Dr.-Ing. Peter Eberhard

Vorlesung: Die Vorlesung wird hauptsachlich fir die Studierenden der Studiengdnge Maschinenbau, Me-
chatronik, Technologiemanagement, Technische Kybernetik, Fahrzeugtechnik und Mathematik
angeboten. Der Inhalt wird wahrend der Vorlesung mittels Tablet & Beamer aufgeschrieben

(sodass die Studierenden mitschreiben kdnnen), erkléart und mit Merkblattern [M] ergénzt.

Ubungen: Die Vorlesung wird in den Vortragsiilbungen durch das Vorrechnen von Aufgabenbléatter [A] er-
ganzt, die unmittelbar auf den Vorlesungsstoff abgestimmt sind.

Seminar:  Es finden zwei seminaristische Ubungen mit verfiigbaren Seminaraufgaben [S] statt. Dort Isen
die Studierenden selbstandig Aufgaben, wahrend mehrere Tutoren fir Fragen zur Verfliigung
stehen.

Ort/Zeit: Dienstag 11.30 - 13.00 Uhr, V 9.01
Donnerstag 8.00 - 9.30 Uhr, V 9.01

Dozent: Die Vorlesung wird von Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard und Dr.-Ing. P. Ziegler gehalten,
die Ubungen werden von D. Leprich, M.Sc. gehalten.

Sprechstunden: Wahrend der Vorlesungszeit finden Dienstag und Donnerstag von 13-14 Uhr im Sprech-
stundenbereich vor Raum 4.155 des Instituts Sprechstunden statt. Fragen, die in den Vorlesun-
gen und Ubungen offen geblieben sind, kénnen dort besprochen werden. Dariiber hinaus wer-
den fachliche Auskiinfte am Institut durch Herrn D. Leprich, M.Sc. (Zimmer 4.153,

Tel.: 685 - 66581) erteilt.

Institut: Die Raume des Instituts fiir Technische und Numerische Mechanik befinden sich im Ingenieur-
wissenschaftlichen Zentrum (IWZ), Pfaffenwaldring 9, 3. und 4. Stock.

WWW: http://www.itm.uni-stuttgart.de

Unterlagen im Internet: Organisatorische Hinweise sowie aktuelle Unterlagen (Arbeitsblatter [A], Merkblat-
ter [M], Seminaraufgaben [S]) finden Sie im Internet unter www.itm.uni-stuttgart.de/leh-
re/lehrveranstaltungen/maschdyn. Es ist empfehlenswert, diese Merkblatter, Arbeitsblat-
ter und Seminaraufgaben im Voraus auszudrucken.

Priifung: Die Prifung findet im Wintersemester schriftlich statt. Der Termin der Prufung steht noch nicht
fest und ist im Laufe des Semesters in C@mpus zu erfahren.

Prifungsanmeldung: Die Anmeldung erfolgt immer Uber C@mpus.

Hilfsmittel: In der Prifung sind als Hilfsmittel ausschlieRlich 6 Seiten Formelsammlung (entspricht 3 Blat-
tern DIN-A4 doppelseitig) zugelassen. Die Formelsammlung darf sowohl handschriftlich als
auch digital erstellt sein und ausgedruckt mitgebracht werden. Elektronische Geréte (inkl. Ta-
schenrechner) sind ausdriicklich nicht zugelassen.


http://www.itm.uni-stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/maschdyn
http://www.itm.uni-stuttgart.de/lehre/lehrveranstaltungen/maschdyn
http://www.itm.uni-stuttgart.de/
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Aufgaben der Maschinendynamik
Mechanisches System
Kolbenmotor
Bewegung Beanspruchung Umwelt
ausfihren standhalten nicht belasten
Kolben, Pleuel, Kurbel, Tragheitskrafte, Gaskrafte, Bauwerk, Fahrzeug
Welle, Schwungrad Lagerkrafte, Lastmoment
Arbeitshe- Struktur- Festigkeit Belastung Massenaus- | | Auswuchten:
wegung: schwingung: der der Lager: gleich:
Bauteile:
Kurbelge- Pleuel, Pleuel, Kurbelzapfen, Kurbel, Schwung-
triebe Welle Kurbel, Kurbelwellen- Getriebe rad
Welle lager
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Einzylindermotor mit Schwungscheibe

™
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Mathematische Hilfsmittel

Matrizenalgebra und Matrizenanalysis

Skalar HER
X1
Vektor x € R": x=[5], X; € R
Xn
A11 Aln
Matrix A € Rm*n - A= I
Aml Amn

Elementare Operationen

ijEIR

(Dyadisches Produkt)

Operation Schreibweise Koordinaten Abbildung
Addition C=A+8B Cij = Ai]‘ + Bi]' [RIMXD ¢ RMXN _y [RMXN
Multiplikation mit Skalar | C = p A Cij = WA;; R x Rm*n — Rmxn
Transponieren C=AT Cij = Ay RMXN — ROXM
d d
C= a A Cl] a Aij RMXN _, pmxn
Differentiation
0x _ aX1 R™ R" - RMXN
~ dy U oy
Vi = zAik Xk R™*M x R - R™
y=A-Xx -
Matrizenmultiplikation RIOXD 3¢ RAXP _ RIXP
C=A'B Cij:zAikBkj
K
Inneres Produkt T _ Z
= . n= Xk Yk n n
(Skalarprodukt) H=xy - REXRT - R
Auleres Produkt A=x-yT Aj = % y; R™ x R —s RMXD
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Rechenregeln:

Addition:

Multiplikation mit Skalar:

Transposition:

Differentiation:

Matrizenmultiplikation:

Skalarprodukt:

Quadratische Matrizen:

Einheitsmatrix

Diagonalmatrix

Inverse Matrix

A+B+C)=(A+B)+C

A+B=B+A

w(A-B) = (uA)-B=A-(uB)

u(A+B) = pA+ uB
(ADHT=A
(A+B)T=AT + BT
(nA)" = pAT
(A-B)T =BT-AT

d d d
a(A-FB):aA-FaB

d d d
7B =(5A) B+ (5
d ox dy
aX(Y)=%'E

A-B+C)=A-B+A-C
A-(B-CO)=(A-B)-C
aberi.,a.A-B#B-A

xly=yT-x

xT:x>0 Vx, X 'x=0& x

x' -y =0 e x,y orthogonal

(A B)—l — B—l _A—l

=0
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Symmetrische Matrix AT=A
Schiefsymmetrische Matrix A=—-AT
Zerlegung A=Z(A+AT)+2(A—A")
\2 J \2 J

Y Y
B = BT C=-CT

O _a3 az
Schiefsymmetrische 3 x 3 Matrix a= [ as 0 —all
_az 31 O
a-b=axb
5 Rosselsprung
a-b=-b-a = axb=-bxa
a
a-b=b-aT—@T-b)E az[az]
as
(@ b)=b-aT—a-bT
Symmetrische, positiv definite Matrix: xT-Ax>0Vx+#0
<= Hauptabschnittsdeterminante
H, >0, a=1(1)n
< Eigenwerte A, > 0, a = 1(1)n
Symmetrische, positiv semidefinite Matrix: xT-A-x>0Vx
< Eigenwerte A, = 0, a = 1(1)n
Symmetrische, negativ definite Matrix: xT-A-x<0Vx#0
<= Hauptabschnittsdeterminante
(-1)*H, >0, a=1(1)n
= Eigenwerte A, < 0, a =1(1)n
Symmetrische, negativ semidefinite Matrix: xT-A-x<0Vx
— Eigenwerte A, <0, a=1(1)n
Orthogonale Matrix A1 =AT, A-AT=AT-A=E
n n
Determinante detA = Z AikBik = z AikBik
i=1 k=1
o _ By; .. Byt
Adjungierte Matrix adjA =| :
By; .. Bug
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Adjunkte eines Elementes einer Matrix

F A1 o Ak Aiker o A ]
. A; A
B.w = (—1 i+k det i-1,1 i—-1,n
i = (1) Ai+11 Ait1n
L An,l An,k—l An,k+1 Ann g
Komplexe Zahlen
u=a-+ib, v=c+id, i?=-1

Konjugiert komplexe Zahl: u* =a—ib, v =c—id

Polardarstellung

u=re ut=re ImA

b
r=+/a2+b? tancp=g

u

) L .
a=rcos® b = r sing '
v=Re¥ P , -

Regeln a Re

utv=(G@zxc)+i(btd)
uv=(ac—bd)+i(ad+bc)=rReile+V
Aquivalente Darstellung harmonischer Funktionen h(t) € R

h(t) = hy '@t + hj e~it

tiwt

Euler-Formel: e = coswt + isin wt

he = hy + @ ho = (h° ~ ih)
h* = i(ho — b))

= h® cos wt + hS sin wt

Trigonometrie:  cos(wt — @) = cos @ cos wt + sin @ sin wt

h® s :
@ = arctanF h® =a sing

a =/(h%)?+ (h%)? % h® =a cos@

= a cos(wt— @)
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Modellelemente

Mehrkdrpersysteme (MKS)

Idealisierungen | " Starre, massebehaftete Korper (Tragheit)
* masselose Koppelelemente (eingepragte Krafte und Momente)
= starre, reibungsfreie Bindungselemente (Reaktionskréafte und

-momente)
Symbole Korper
Masse m
starrer Korper Tragheitstensor
Massenpunkt () Masse m

Koppelelemente

Feder W Steifigkeit ¢

ungespannte Lange |,

Dampfer o— —o Dampfung d

o o Kraftsteuerung F(t)

Kraftstellglied

Bindungselemente

Stab o——o
Gelenklager A 7_4§7_
77777
feste
Einspannung I
Lagestellglied o 0 Bewegungssteuerung 1(t)
Anwendung Fahrzeugdynamik, Rotordynamik, Robotik, Biomechanik, ...

Sonderfall Massenpunktsysteme
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Finite=Elemente-Systeme (FES)

Idealisierungen

* massebehaftete Elemente mit festgelegten
Verformungseigenschaften (Tragheit und Steifigkeit)

= Knotenpunkte (Verknupfung finiter Elemente, Angriffspunkte
fur Einzelkrafte, Beschreibung der Verformung)

= starre, reibungsfreie Bindungselemente

Symbole Korper
Materialkennwert E
) Kstab Querschnitt A
Zug-/Drucksta o——o Lange L
Dichte p
Materialkennwerte E, G
Balkenelement Querschnitt A
(Zug/Druck, Bie- [ Flachentragheitsmomente
gung, Torsion) Lange L
Dichte p
ebenes Materialkennwerte E, v
Dreieckselement Dicke h
Dichte p
raumliches Materialkennwerte E, v
Tetraederelement Dichte p
Bindungselemente
Gelenklager A
feste
Einspannung I
Anwendung Karosserieschwingungen, Akustik, Baudynamik, ...

Sonderfall

Elastische Stabfachwerke




‘0 Institut fir Technische und Num. Mechanik Maschinendynamik
0’ Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard / Dr.-Ing. P. Ziegler M 5.3

Kontinuierliche Systeme (KOS)

Idealisierungen | " Korper mit stetiger Massenverteilung und stetigen Verformungsei-
genschaften
= stetig verteilte Krafte (Volumenkrafte, Spannungen)
* Bindungen (geometrische Randbedingungen)
Symbole Koérper
) Materialkennwerte E, v
Y v Dichte p
Bindungen
Anwendung beschrankt auf Einzelfalle
Sonderfélle Balken, Platten, Schalen

Hybride Mehrkoérpersysteme (Elastische Mehrkdrpersysteme)

Idealisierungen | starre und elastische Korper

Kombination = MKS + KOS
= MKS + FES

Anwendung Weltraumstrukturen, Robotik, ...
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Koordinatentransformation

Koordinatendarstellung eines Vektors

Vektor a(t)

2 Y

Koordinatensystem K {0, ey , e, , e,} Koordinatensystem K’ {0’, e, , ey, e,/}

a = ayey +aye, +a,e, a=ages+agyeys+ ayey
aX
aK = ay
aZ

ay’
ag = |3y’
a,s

Koordinatentransformation

[Sexr]  [cos(2xx)]
ey =Sex+Sey+5S,0e,  egg= Syx' | = [cos(2yx")
[S,r] | cos(zzx"))
[Sxy']  [cos(zxy))]
e, = Syye,+ S, e, +S, e, ey =[Sy |=|cos(zyy)
S,y [cos(4zy")]
[Sy.]  [cos(zxz")]
e, = Syyex+Sye,+5,0e,  epg= Syz' | = | cos(zyz")
S| |cos(zzz"))

= |e,| - cos(zyx’)
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a =ageystayey+a,ey

Darstellungin K

ag = ay ey + Ay’ €yrg +a, e,k

Sxx' SXY’ SXZ’
= ay [Syx'| +ay, [Syy' [ + 2 Sy
SZX’ Szy' Szz'
dx Sxx! SXY' Sxz! ay’ Si1 Siz Si3 Ay’
[ay] = Syx’ Syy’ Syz’ : [ay’] = [521 S22 S23] : [ay’]
laz | Six' Szy' Sgz \aZ’ , S31 S3z Szzl 1Az
Y Y Y
a = Skx’ ag’

Transformationsmatrix K' — K (Drehmatrix)

Eigenschaften einer Drehmatrix: Sy = [€xk  ©€y'’x  €z/kK]

Esgilt: [legll = |ley/||=llegll=1, ey-ey=es-ey=e

Daraus folgt:

. [eXrK eer leK] = eyr T ey eyr 'eyr
eZ' . eX' ezl . eyl

eX,K] €y €y ey ey

T —
SKK’ - SKK’ - [ey,K
€K

—> S~ Sk’ = Ski’ * Sgir = E

-1 _ T
O Sk =St

(‘OX
% (l’K = |:(A)y]
(‘OZ

Rucktransformation: ayg = Sg,. - ag mit Sk = Sgyer

<> det SKK’ = 1

. T -
O Sk Skk' = Wk =

l'eZIZO

€y - ey 1 0 O
€y ez'] = [0 1 0]
€, "€y K 0O 0 1

Drehmatrix ist orthogonal

0 —W, Wy
w, 0 —wy
—Wy Wy 0
Winkelgeschwindig-

keitsvektor
dargestellt in K
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Euler—= und Kardan=Winkel

Fuhrt ein Korper nur Rotationen um einen festen Punkt aus, so geniigen zur eindeutigen
Lagebeschreibung des Korpers drei voneinander unabhéngige Winkel. Fallen beispiels-
weise das Inertialsystem {0, e;;, ez, €3} und das korperfeste Koordinatensystem
{OR, €r1, €R2, €r3} ZUNAChst zusammen, so kann eine allgemeine Drehung als Hintereinan-
derschaltung von elementaren Drehungen um Achsen des korperfesten Systems aufge-
fasst werden. Die endliche Drehung wird dabei durch eine Drehmatrix gekennzeichnet.
Den Vektor der Winkelgeschwindigkeit erhalt man entweder durch Differenzieren der
Drehmatrix oder durch Addieren der Winkelgeschwindigkeitskomponenten der elementa-
ren Drehungen, wobei aber die entsprechenden Koordinatentransformationen zu beachten
sind.

s \ e
Kardan-Winkel A

Dreht man der Reihe nach um die mo-
mentanen Achsen eg;, €r2, €rz , SO hei-
Ben die zugehdrigen Drehwinkel KAR-
DAN-WINKEL und werden mit a, 3, y be-
zeichnet. Zu beachten ist, dass die Ele-
mentardrehungen nacheinander um die
Achsen desjenigen Systems erfolgen, i
das durch die vorhergegangenen Dre-
hungen entstanden ist.

Die zugehdrige Drehmatrix hat die Form

1 cos 3 O sinf31 [cosy —siny 0
S=10 cosa —smoc] [ 0 ]-[siny cosy 0]
0 sina  cosal l—sinf O cos B 0 0 1
cos3cosy —cosf3siny sin
= |cosasiny + sinasincosy cosacosy—sinasinfsiny —sinacos B]
[sinasiny — cosasinfcosy sinacosy+ cosasinfsiny cos acos 3

Im Inertialsystem {0}, e;1, 12, €3} lautet der Winkelgeschwindigkeitsvektor

¢ 1 0 0 0 1 cos O sinf31 [0
w=|0|+]|0 cosa —sina]- B +10 cosa —smoc] [ 0 ][O]
L0 0 sina cosal 10O 0 sina cosal l—sinf O cosBl Ly

1 0 sin 8 a
=10 cosa —sinacosB]-[B].

[0 sina  cosacosfl Ly
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Euler=Winkel

Fuhrt man dagegen die Elementardrehun-
gen so aus, dass sie nacheinander um die
momentanen Achsen egs, egr;, €rs erfolgen,
so heil3en die Drehwinkel EULER-WINKEL
und werden mit s, 9, ¢ bezeichnet.

Die entsprechende Drehmatrix lautet \
)

cosgp —sing 0
S = |siny cosyy O0[-]0 cos9 —sinI|-|[sing cosp 0

0 0 11 L0 sin? cos? 0 0 1
rcos P cos @ —sinPcosIdsing —cosyPsing — sinPcosIcos @ sintpsinﬂl

[cosy —siny O‘ 1 0 0 ]

= |sinycos@ + cosPcosIsing —sinPsing —cosPcosdcos® —cosyPsind
sin9 sin @ sin 9 cos @ cos 9

und der Winkelgeschwindigkeitsvektor hat im Inertialsystem {0y, e;4, €3, €;3} die Form

[0 cosyy —singy 0] [9 cosyy —singg 0] [1 O 0 0
®w=|0]+|sinyy cosy 0]- o+ |[siny  cosy 0]-[0 cos9 —sin9|- |0
[y 0 0 1l Lo 0 0 11 L0 sin9 cos9] Lo
0 cosy  sinysind] [§
=10 sinyy —cosysind|-|[H
11 0 cos?d [0)

Die EULER-WINKEL benttzt man hauptsachlich in der Kreiseltheorie, wahrend flr techni-
sche Probleme und in der Luftfahrt meist KARDAN-WINKEL verwendet werden. Manchmal
ist auch ein Wechsel der Beschreibungsart notwendig, um Singularitaten zu vermeiden
und die Eindeutigkeit der Beschreibung zu gewahrleisten.
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Klassifizierung von Bindungen

Kriterium

Bindung

kinematische

geometrisch

Beziehung zwischen Lagegrofien

GroRRen — reduziert Freiheitsgrad der Lage und der
Geschwindigkeit
(Gelenke, Lager)
kinematisch Beziehung zwischen Geschwindigkeitsgrof3en
— reduziert Freiheitsgrad der Geschwindigkeit
integrierbar | Uberfihrbar in geometrische Bindung
— reduziert gleichzeitig Freiheitsgrad der Lage
nicht nicht dberfuhrbar in geometrische Bindung
integrierbar | — reduziert nur Freiheitsgrad der Geschwindigkeit
(Walzpaarungen, Schneiden)
Bewegungs- holonom geometrische oder integrierbare kinematische Bindung
beschrankung — reduziert Freiheitsgrad der Lage und
Geschwindigkeit
nichtholonom | nicht integrierbare kinematische Bindung
— reduziert nur Freiheitsgrad der Geschwindigkeit
Funktionstyp implizit ex)=0 geometrisch
Px,x)=0 kinematisch
explizit x = X(y) geometrisch
y =y(y,z) kinematisch
Zeitabhangig- | skleronom @(x) = 0 oder x = x(y) nicht explizit zeitabhéngig
keit rheonom @o(x,t) = 0 oder x =x(y,t) explizit zeitabhangig
Wirkung zweiseitig Wirkung in beide Richtungen
(Gleichungsbedingung)
einseitig Wirkung nur in eine Richtung

(Ungleichungsbedingung)
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. fU :Zfiu

"n‘ =30

Charakterisierung von Lagerungen
(holonome Mehrkorpersysteme)

Freiheitsgrad des freigeschnittenen Mehrkorpersystems
= Zahl der unabhangigen Bewegungsmaoglichkeiten der freien Korper
= Gesamtzahl der verfugbaren Gleichungen

Korpertyp

eben

Freiheitsgrad
raumlich

Massenpunkt

fiu=2 . flu:?)

starrer Korper

o

Summe aller Lagerwertigkeiten

= Zahl der holonomen Bindungen

= Zahl der Bewegungsbeschrankungen
= Zahl der hervorgerufenen Lagerreaktionen

Lagertyp Lagerwertigkeit
eben raumlich
feste Ein- F, =3 _
spannung ? M, " nj =0
Scharnier F, ) F.T M. ¢ — 5
(Drehgelenk) |> R, " | njo=
| 7
F; M,
Kugelgelenk T F, ne = 3
. P=
P__’F
F.
Schubgelenk ? F, ne =2 F, q/ M, nt =5
o7 _
L) ==l
- NM, "M,
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0
"n= Rg% Zahl der unabhéngigen Lagerwertigkeiten mit @(x) = 0, @: Rf" —» R
= Zahl der berechenbaren Lagerreaktionen

pf=f"—n Freiheitsgrad des holonomen Mehrkorpersystems
f=0 kinematisch bestimmt
f>0 kinematisch unbestimmt

Bpr= n°—n Uberzahlige Lagerreaktionen
r=0 statisch bestimmt
r>0 statisch unbestimmt

Hinweis fur die Praxis (n oft schwierig zu bestimmen):
1) faus Anschauung =n=f"—f r=n —n
2) raus Anschauung =n=n‘ —r, f=f"—n
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Kraftearten

Unterscheidungs-
merkmal

Typ

Systemgrenze
f, =f2 +f!

L

innere Krafte: treten innerhalb der Systemgrenze paarweise auf
z.B. Koppelglieder und Bindungen innerhalb des Systems

aulRere Krafte: Ursache aul3erhalb der Systemgrenze,
treten einfach auf

z.B. Gewichtskrafte, Kopplungen und Bindungen an Umwelt

Ersetzbarkeit
f, = +f]

L

Reaktionskrafte: Unbekannte des Systems, Reaktion auf Bewe-
gungsbeschrankung durch Bindungen
n holonome Bindungen — n verallg. Reaktionskrafte

8= [gl --'gn]
ff =F(yt-g i=1Dp

eingepragte Krafte: gehorchen einem Kraftgesetz

— nichtideale Krafte: abhangig von Reaktionskraften
ff =fi(y.8t >
$
z.B. Gleitreibung  R(N) = —uNm |:—I£
N
L ideale Kréfte: unabhangig von Reaktionskraften

— P-Kréfte: lageabhangig £ = f(y,t)
z.B. Gewichtskraft F = mg

c
z.B. Federkraft F=c(s—sy) =—/\V\V >

— PD-Kréfte: zus. geschwindigkeitsabhéngig £ = ff(y,y, t)
z.B. Dampferkraft F=4d$§ ; :II d

— PID-Kréfte: zus. abhangig von Lageintegralen w
ff =ff(y.,y,w,t)
W = w(y,w,t)
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Tragheitsmomente
Tragheitstensor
Lx Ly i

im kérperfesten System I'=—[ ¥ -Fdm=|Ly Ly I[=1T7

! ! !/
Ixz Iyz Iz2

im Inertialsystem (Koordinatentransformation) I=S-1'-ST =1T

Direkte Berechnung

Massentragheitsmomente L = [ (v% +2%) dm
Iyy = fK (z2 + x?) dm
I = [ (2 +y?) dm
Massendeviationsmomente ey = — fK xy dm
Iy, = — [, yzdm
Iz = = [ xzdm
Dreiecksungleichungen Lix + Iy =17,

Gy + 15, = Iig
I, + Lix = Iy

speziell: Im Hauptachsensystem verschwin- Lk 0 0
den die Deviationsmomente (Achsen senk- M=(0o I, O
recht zu Symmetrieebenen sind Hauptachsen) 0 0

Vereinfachte Berechnung flr zusammengesetzte Korper

K= UiKi - ¥ :lell

Huygens-Steiner Gleichungen y
b2+ c¢?2 -—ab —ac
(Wechsel des Bezugspunktes, Schwerpunkt C) Ip=I+m| —ab c¢2+4+a%2 —bc
—ac —bc  a%+b?

Tragheitsmoment beziiglich einer Achse e (|le|| = 1)

le=[f r*dn=e-1-e

! I
et Zim = S fa @
m k
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Koérper |Geometrie Masse Tragheitsmomente
Quader m = pabc I = ’1_% (b* + ¢?)
I'y =15 (€° +a°)
I, = % (@* + b?)
Platte m = pabs 'y = % b?
Iy, = % a’
I': =5 (@ +b%)
dunner m = pAl o =
Stab .
I'y =1 = mi
1
Kreis- m = parh R G
zylinder f I 2"
I'y=1, = ’1?—; (3% + h?)
Honhl- m = pa(r: — r¥)h
zylinder P = 1) I *%(l‘: +ri2)
I =1 =2@2er? +023)
zz  yy
Zylinder- | s < m = p2nrsh I'o = mr?
schale
' I'y =T =567 + 1)
X'
Kugel m = p%m“% l'w=1Iy=1.=%Znmnrr
Hohl- 4 .3 3 =1
kugel m = pgﬂ(fﬂ =r7) Po=10y=1"y= 2, a
- 5 ryo—=
X'
E)rreui:' m = plﬂ[zr‘?R ['_u_ = P.\_" = % (4R2 + 5?'2.)

I'z =7 (4R% +3r7)
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Kinetische Energie
Massenpunkt
Definition: T=-mv? = lmvT cv==vT.p
' 2 2 2
Einheit: 1[Nm]=1[]]
Starrkorper
Massenelement: ~ dT =—dm v2 = > dm vi.v
Starrkérperkinematik
K&roer: 1 . . 1 .
orper: Tzzmvo,-vor—mvol-rc-w+§w g @
. , 1 1
Sonderfélle: ¢ 0O’ = C Schwerpunkt >T= Zm viove + EwT 1 PR
1 1
¢ 0' =, ebene Bewegung =>T= Em(véx +vg,) + EICZmZ
1
¢ 0’ Fixpunkt oder Momentanpol = T = EwT g - @
Mehrkorpersystem

1 1
Tz—f Vzdm=2—f Vzdm=ZTi
2 UK; iZKi

i
L kinetische Energie des einzelnen
Massenpunkts oder Korpers
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Potentielle Energie

< lineare Feder —0)
o : .- —

am Korper geleistete Arbeit: 0 54 8§y k'
S2 cs: cs? )
W. =f (—cx)dx=—<——— X dx
12 5y 2 2 {I—.——-
. . . . —— dx
an Feder geleistete Arbeit und damit in Feder
gespeicherte Energie: cx
s cs? f
U(S) = f cxdx = T cs
0 U(s)

Q 0 s X

Wi, = =AU = —|U(sp) — U(sy)]

< konstante Gewichtskraft

2 dX Zy
Wi, = f [0 0 —mg] [dYI = _mgf dz
1 dz Z1

= —[mgz, —mgz;] = U(z) = mgz

< allgemeine Definition

Eine Kraft f ist eine Potentialkraft, wenn die geleistete Arbeit
nicht vom Weg, sondern nur von den Endpunkten abhangt. 2
Es existiert dann eine Potentialfunktion U(r), so dass gilt:

Wi, = =AU = —[U(rz) — U(ry)]

Bestimmung von U(r) = U(x,y, z): Ty
dU = —dW = —fT - dr 1
du dou du ©
:&dx+a—ydy+adz= —fydx —f;, dy — f, dz
JU_ ou_ ou_
\ax_ X’ ay 7V’ 0z i
7 rauy
0x
au=|2-
grad U = ay |~
du
[ 97
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Lagrange'sche Gleichungen zweiter Art

Prinzip von d'Alembert: Z(mkaﬁ - fﬁT) 8re, =0
K

f f
. . ark . ark ark
2, |tk v = £7) - ) Fotom =Z[ka“?7‘zf57]5“=°
£ Oy L | £ Vi Vi

K
1 ° dl'k al‘k SN aVk ark
Vi, = — = —V; —_— =
*Ta T Loy T oy oy,
d AT v, v,
¢ _VT'V =_kv +VT_k=2vT_k
aYi( < Vi) dy; <K 9y K ay;
or dr or d /0r
T K _ 2 T K| T, = (ZZk
¢ Vi gy T qe | MV Gy, T MYk dt(ayi>
_ dr T avk] T 0 (dl‘k)
T RPN R A W
dro /1 - d /1 -
= il G -we)] - 55 (gt i)
_d dTy 0Ty
~dtay;  dy;
1 1 ) L .
¢ T= Z Tx = mekvk SV = mekvk kinetische Energie
K K K
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speziell: konservative Systeme

U,
ark

T Or U\~ ory Uy 0 au
Q=) 65 =2 (5) = e =y L=y
Yi = Iy Vi = Vi Vi Vi

k k

eingepragte Krafte haben ein Potential Uy (r,) mit fg = —grad Uy, = —

d aT 9T _ au

dt dy; dy;  dy;

ﬂ L:=T—-U Lagrange-Funktion

Bewegungsgleichungen
(Lagrange'sche Gleichungen zweiter Art fur konservative Systeme)

Allgemeines Vorgehen zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen fiir konservative
Mehrkorpersysteme

1) Beschreiben der Kinematik mit verallgemeinerten Koordinaten y; ... y¢

2) Kinetische Energie des Gesamtsystems T = Z Ty
k

o Massenpunkt: Ty = %mkvﬁ = %mkvf{ ‘i

o Starrkérper: T, = %mkvgk Ve + %mﬁ ek - W
3) Potentielle Energie des Gesamtsystems ( = Z Uy

o Feder Uy = %cksﬁ ‘

o Gewichtskraft Ug = my gz, W/\.
. . Z;
4) Lagrange-Funktion L=T-U B :

k

oL oL d /0L
5) Differentiation ( )

Iy’ 9y’ de\oy

6) Bewegungsgleichungen iﬂ — ﬂ =0, i=1(Df

dtay, dy;
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Gleichungen gewohn

licher Mehrkorpersysteme (MKS)

Newton-Eulersche Gleichungen (DGLn, i.a. nichtlinear, mit Reaktionskraften und -momenten)

M Joy+ @ = g o+ Qg
mE 0 o [ ma H [Frr)
0 m,E .|]T2| +i m,a, i: f; . |F |
| I(; OJ l];;lJ lll o + 001 I - 001J lf [ J
Projektion zur Elimination der Projektion zur Berechnung der ]
Reaktionskréafte und -momente Reaktionskrafte und -momente
J'-M J-y+ 19 =J-a + J Qg
N——— N——
.. 0
—1 . =
M y + k 9 Ortho-
- MKS-Bewegungsgleichungen gonalitats-
Optional und falls g oo .
physikalisch ge- (DGLn, i.a. nichtlinear) beziehung
rechtfertigt: <
Linearisierung - B - o -
um eine Q"M M-J -y +Q"-M1.qg¢ =Q"- M- q¢¢+Q"-M!-Q-g
Soll-Bewegung 0 ~ —

Ortho- k ~ q + N '8
gonalitats- Optional: Reaktionsgleichungen (LGS)
beziehung

A4
oKk| dq oM k| dq
w n + ay| @ T| + ay| S+a_y|s_@s n = q(yS'YS't)_k(YS'YS't) _M(YSrt) YS
M i+ P -+ Q n = h

l

~(P+P)+-(P—PT)

linearisierte Bewegungsgleichungen (DGL)

Optional und falls System zeitinvariant: Auftei-
lung zur physikalischen Interpretation

~(@Q+QN+5@Q-QN

M-i+D + G)-q+

(K + N) 7 h

M(y,t) = MT > 0 ...globale Massen- k(y,y,v)...Einfluss d. Kreiselkrafte auf Reaktionskr.
Blockdiagonalmatrix q(y,y,t)...Einfluss eingepr. Krafte auf Reaktionskr.

J(y,t) ... globale Jacobimatrix N(y,t) = NT > 0 ...Reaktionsmatrix

y(t) ...Vektor der verallg. Koordinaten M(t) = MT > 0 ...linearisierte Massenmatrix

q¢(y,y,t) ...Vektor d. Coriolis- & Zentrif.-Krafte P(t) ...Matrix d. geschwindigkeitsabh. Kréfte

q°(y,y,t) ...Vektor d. eingepragten Krafte Q(t) ...Matrix d. lageabhangigen Krafte

Q ...glob. Verteilungsmatrix d. Reaktionskrafte D = DT > 0 ...Dampfungsmatrix

g ...Vektor der verallg. Zwangskréafte G = —GT = 0 ...Matrix gyroskopischer Kréfte

M(y,t) = MT > 0 ... Massenmatrix K = KT > 0 ...Steifigkeitsmatrix

k(y,y,t) ...Vektor d. verallg. Kreiselkrafte N = —NT > 0 ...Matrix nichtkonservativer Lagekr.

q(y,y,t) ...Vektor d. verallg. eingepr. Kréfte h(t) ...Erregervektor

n(t) ...Vektor kleiner Bewegungen konservatives System, Energieerhaltung: D=N=h =0
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Eigenschaften der Fundamentalmatrix

1. Darstellung als Matrizenexponentialfunktion
2 3 N 1 k
¢(t) = et E+At+—(At) —|(At) +'":ZE(At)
! i k!

konvergente unendliche Reihe

2. Die Fundamentalmatrix gentgt der Differentialgleichung
¢ =A- o) =p1)-A, $(0)=E

. . . 1
Beweis: (')(t) = A+ A%t + 5A3t2 + -

1
=A-(E+At+5A2t2+---)=A-¢(t)

1
oder (E +At+§A2t2 + ---)-A =¢()-A

¢(0) = E offensichtlich

3. Uberfuihrungseigenschaft

¢(t; +t2) = Gty - d(tz) = d(t2) - P(ty)

Beweis: eAltittz) — Z AT + )

(3) e

k! K e
jlk—itt

=
o

x| %
szMw 3

x| 2
Té

| =

(At1)]

1 )
Gy A

—

1
jt

e e I TDe D
s 1M-

(At;) ——— (Aty)*)

1
(k—)!

o~

=j

o)

1 /
) 5 (@any Z (A"

kI

—
I
o

— eAt1 eAtz — eAtz eAt1
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4. Inverse
¢~ = ¢(-t)

Beweis: Aus der Uberfiihrungseigenschaft folgt mit t, = —t,
¢ - d(—t) = p(t+ (1)) = $p(0) = E oder
GO = (AT =e A = (1)

5. Determinante (Formel von Jacobi-Liouville)

n
detp(t) =et>PA mit SpA= Z A;; Spurvon A

Beweis: Aus der Determinantenformel

det d(t) = z sign(iy - in) @i, 19i,2 - Pipn
(i1..in)

folgt Perm. von (1..n)

d L

qrdete® = Z sign(iy ... in) @i, 19i,2 - Piyn

(i1...in)
Perm. von (1...n)
+ ..+ Z sign(iy ... i) Qi 1Pi,2 - @i n
(ig...in)
Perm. von (1...n)

oder

d
e det @ (® =det[@; (O]@z (D] .. [ (O] + -+~ + det[@, (D@2 (D] ... [@n (V)]

= det[A- @1 (D] @ (D] ... [@n (D] + -+ + det[@1 (D] @2 (D)] ... |]A - @n (V)]

Mit
O =¢ e Dbzw. A"Pk=A'¢'ekE‘I)'A‘ek:Z(PiAik
1

erhalt man wegen

P Z PiAik .- Py
i

das Zwischenergebnis

det = det[@; ... Axk @y - @n] = Ag det[@q ... @ ... @]

d n
I detp(t) = ; A;; det ()
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Die Wronski-Determinante det ¢(t) genugt damit der skalaren Differential-
gleichung

%det $(t) =Sp Adetdp(t)

Durch Integration dieser Beziehung mit der Anfangsbedingung det¢ (0) =
det E = 1 ergibt sich die Formel von Jacobi-Liouville
det

| d(diettq‘:’) Sp A f dr

= In(detp) =tSp A

6. Integration

t
f ¢ (@Mdt=A"" (¢ —E) = () —E)-A™"  fiir detA # 0
0

Beweis:
d¢

$=—

Q) t

:Ef d(T)zA-fq)dr

0

t
= ¢(t) — E =A-f¢(‘t)d‘t
0
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Schwinger mit einem Freiheitsgrad

Schwingungsgleichung: §(t) + 2 § y(t) + wZ y(t) = 0

Anfangsbedingungen: Lage

Geschwindigkeit

Losungsansatz: y(t) = e

Diskussion der Eigenwerte

y(0) =y,
y(0) =y,
= y(t) = C;eMt + C,e’2t, C,,C, €C

Al’z == _8 i\/ 82 - (l)g

Fallunterscheidung | Eigenwerte

Schwingung

keine §=0 Az = tiwg y(t) = Cye®ot 4 Cye7iot
Dampfung = (C; + C;) cos wyt + (C; — Cy)isin wyt

= Asin wyt + B cos wyt

= Ccos(wgt — @)

y !
i

schwache | 82 < w? | Mz =—8%iw | () = g el-8+Ht 4 ¢ e-8-io)t
Dampfung 0= |w?- s = e~8t(C el®t + C eiot)

= e 9 (Asin wt + B cos wt)

= Ce % cos(wt — @)

log. Dekrement 9 = 6T = In-2
Yn+1

Lehrsches ) 9

Dampfungsma D = 5o = Nrrar;
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Grenzfall |82 = w3 |A, =—5 y(t) = e (At + B)
i
vt
‘
starke 82> w? | A #24; ER” y(t) = CyeMt + C elt
Dampfung

yi




