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Modaltransformation und Schwingungsanalyse 

 

Zustandsbetrachtung  mechanische Betrachtung 
 

 

Differentialgleichungen 
 
 
 
 
 

Lösungsansatz 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

charakteristisches Polynom 
 
 
 
 
 

Eigenwerte und Eigenvektoren 
(auch genannt "Eigen- oder Schwingungsformen") 

 
 
 
 
 

Modalmatrix 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
𝐲̇
𝐲̈
]

⏟

𝐱̇

=[
𝟎 𝐄

−𝐌−1 ⋅ 𝐐 −𝐌−1 ⋅ 𝐏
]

⏟              
⋅ 𝐱

𝐀      

   ∈ ℝ
2f

 

 
 

𝐱j = 𝐱̃j e
λjt   →    𝐱̇j = 𝐱̃jλj e

λjt 

 
 
 
 

gewöhnliches EWP mit 2f  Gleichungen 

 

(λj𝐄 − 𝐀) ⋅ 𝐱̃j e
λjt = 𝟎 

 
 

p(λ) = det(λ𝐄 − 𝐀) 
 
 

 
 
 
 

⇒ EW:  λj und EV:  𝐱̃j 
 
 
 
 

𝐗 ≔ [𝐱̃1… 𝐱̃j… ] 
 
 
 
klassische Ähnlichkeitstransformation 

 

Zustands-Normalform,  
   mit Normalkoordinaten 

 

𝐱̇̂ = 𝐗−1 ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐗⏟      

    𝚲=diag(λj)

⋅ 𝐱̂ ,   mit 𝐱 = 𝐗 ⋅ 𝐱̂ 

 
 

𝐌 ⋅ 𝐲̈ + 𝐏 ⋅ 𝐲̇ + 𝐐 ⋅ 𝐲 = 𝟎 ∈ ℝf 
 
 
 

𝐲j = 𝐲̃j e
λjt → 𝐲̇j = 𝐲̃jλj e

λjt → 𝐲̈j = 𝐲̃jλj
2 eλjt 

 
 
 
 

quadratisches EWP mit f  Gleichungen 

 

(𝐌λj
2 + 𝐏λj + 𝐐) ⋅ 𝐲̃j e

λjt = 𝟎 

 

 

q(λ) = det(𝐌λ2 + 𝐏λ + 𝐐) 
 
 
 
 
 
 

⇒ EW:  λj und EV:  𝐲̃j 
 
 
 
 

𝐘 ≔ [𝐲̃1… 𝐲̃j… ] 
 
 
 

spezielle Ähnlichkeitstransformation 
(Kongruenz-/Modaltransformation) 

Normalform der Bewegungsgleichungen, 
mit "modalen" Normalkoordinaten 

 

𝐘T ⋅ 𝐌 ⋅ 𝐘⏟      

    𝐌̂

⋅ 𝐲̈̂ + 𝐘T ⋅ 𝐏 ⋅ 𝐘⏟      

    𝐏̂

⋅ 𝐲̇̂ + 𝐘T ⋅ 𝐐 ⋅ 𝐘⏟      

    𝐐̂

⋅ 𝐲̂ = 𝟎, 

mit 𝐲 = 𝐘 ⋅ 𝐲̂ 

 

p(λ) =
1

det𝐌
q(λ) 

𝐱̃j = [
𝐲̃j

λj 𝐲̃j
] 

Zusammenhang 

Zusammenhang 

λj = σj ± i ωj = −δj ± i √ω0j
2 − δj

2, mit i = √−1 

identisch 
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Analyse bei harmonischer Anregung 

Zustandsbetrachtung   mechanische Betrachtung 
 

 
 

Vektor der harmonischen Anregung 
 
 
 
 
 

komplexer Amplitudenvektor der harmonischen Antwort 
 

Frequenzgangsmatrix 

 
 
 
 
 

 

 

 

Spezialfall: Modaltransformation eines nichtgyroskopisch konservativen Systems 

Bewegungsgleichung: 𝐌 ⋅ 𝐲̈ + 𝐊 ⋅ 𝐲 = 𝟎  

charakteristische Gleichung: q(λ) = det(𝐌λ2 + 𝐊) = 0 

Eigenwerte und Eigenvektoren: ⇒ EW:  λj = i ω0j   und   EV:  𝐲̃0j 

massennormierte Eigenvektoren: 𝐲̅0j ≔
1

√𝐲̃0j
T ⋅𝐌⋅𝐲̃0j

𝐲̃0j    →   𝐘̂ ≔ [𝐲̅01… 𝐲̅0j… ]  

entkoppelte Bewegungsgleichungen: 𝐘̂T ⋅ 𝐌 ⋅ 𝐘̂⏟      

    𝐄

⋅ 𝐲̈̂   + 𝐘̂T ⋅ 𝐊 ⋅ 𝐘̂⏟      

   diag(ω0j
2 )

⋅ 𝐲̂  =  𝟎,  mit   𝐲 = 𝐘̂ ⋅ 𝐲̂⏟ 

 

[
𝐲̇
𝐲̈
]

⏟

𝐱̇

=[
𝟎 𝐄

−𝐌−1 ⋅ 𝐐 −𝐌−1 ⋅ 𝐏
]

⏟              
⋅ 𝐱

𝐀      

 
+ [

𝟎
𝐌−1 ⋅ 𝐡

]
⏟      

   𝐛

 

 
 

𝐛 = 𝐛𝟎e
iΩt + 𝐛̅𝟎e

−iΩt = 𝐛ccosΩt + 𝐛ssinΩt 
 
 
 

 

𝐠𝟎 = (iΩ𝐄 − 𝐀 )
−1
⋅ 𝐛𝟎 

 
1

det(iΩ𝐄 − 𝐀 )
adj(iΩ𝐄 − 𝐀 ) 

 
 2|g0j|  

ψj gc 

𝐌 ⋅ 𝐲̈ + 𝐏 ⋅ 𝐲̇ + 𝐐 ⋅ 𝐲 = 𝐡 
 
 
 

𝐡 = 𝐡0e
iΩt + 𝐡̅0e

−iΩt = 𝐡ccosΩt + 𝐡ssinΩt 
 
 
 
 

𝐪𝟎 = (−𝐌Ω
2 + 𝐏Ωi + 𝐐)−1 ⋅ 𝐡0 

 
1

det(−𝐌Ω2 + 𝐏Ωi + 𝐐)
adj(−𝐌Ω2 + 𝐏Ωi + 𝐐) 

 
 

2|b0| 

gs 
Amplituden- 
frequenzgang 

"modale" 
Normalkoordinaten 

Phasenfrequenzgang 

𝐛0 =
1

2
(𝐛c − i𝐛s) 𝐡0 =

1

2
(𝐡c − i𝐡s) komplexer Amplitudenvektor 

der harmonischen Anregung 


