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Eigenschaften der Fundamentalmatrix

1. Darstellung als Matrizenexponentialfunktion
2 3 N 1 k
¢(t) = et E+At+—(At) —|(At) +'":ZE(At)
! i k!

konvergente unendliche Reihe

2. Die Fundamentalmatrix gentgt der Differentialgleichung
¢ =A- o) =p1)-A, $(0)=E

. . . 1
Beweis: (')(t) = A+ A%t + 5A3t2 + -

1
=A-(E+At+5A2t2+---)=A-¢(t)

1
oder (E +At+§A2t2 + ---)-A =¢()-A

¢(0) = E offensichtlich

3. Uberfuihrungseigenschaft

¢(t; +t2) = Gty - d(tz) = d(t2) - P(ty)

Beweis: eAltittz) — Z AT + )
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4. Inverse
¢~ = ¢(-t)

Beweis: Aus der Uberfiihrungseigenschaft folgt mit t, = —t,
¢ - d(—t) = p(t+ (1)) = $p(0) = E oder
GO = (AT =e A = (1)

5. Determinante (Formel von Jacobi-Liouville)

n
detp(t) =et>PA mit SpA= Z A;; Spurvon A

Beweis: Aus der Determinantenformel

det d(t) = z sign(iy - in) @i, 19i,2 - Pipn
(i1..in)

folgt Perm. von (1..n)

d L

qrdete® = Z sign(iy ... in) @i, 19i,2 - Piyn

(i1...in)
Perm. von (1...n)
+ ..+ Z sign(iy ... i) Qi 1Pi,2 - @i n
(ig...in)
Perm. von (1...n)

oder

d
e det @ (® =det[@; (O]@z (D] .. [ (O] + -+~ + det[@, (D@2 (D] ... [@n (V)]

= det[A- @1 (D] @ (D] ... [@n (D] + -+ + det[@1 (D] @2 (D)] ... |]A - @n (V)]

Mit
O =¢ e Dbzw. A"Pk=A'¢'ekE‘I)'A‘ek:Z(PiAik
1

erhalt man wegen

P Z PiAik .- Py
i

das Zwischenergebnis

det = det[@; ... Axk @y - @n] = Ag det[@q ... @ ... @]

d n
I detp(t) = ; A;; det ()
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Die Wronski-Determinante det ¢(t) genugt damit der skalaren Differential-
gleichung

%det $(t) =Sp Adetdp(t)

Durch Integration dieser Beziehung mit der Anfangsbedingung det¢ (0) =
det E = 1 ergibt sich die Formel von Jacobi-Liouville
det

| d(diettq‘:’) Sp A f dr

= In(detp) =tSp A

6. Integration

t
f ¢ (@Mdt=A"" (¢ —E) = () —E)-A™"  fiir detA # 0
0

Beweis:
d¢

$=—

Q) t

:Ef d(T)zA-fq)dr

0

t
= ¢(t) — E =A-f¢(‘t)d‘t
0



