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Eigenschaften der Fundamentalmatrix 
 
 

1. Darstellung als Matrizenexponentialfunktion  

    𝛟(t) = e𝐀t = 𝐄 + 𝐀t +
1

2!
(𝐀t)2 +

1

3!
(𝐀t)3 + ⋯ = ∑

1

k!

∞

k=0

(𝐀t)k 

 konvergente unendliche Reihe 

 

2. Die Fundamentalmatrix genügt der Differentialgleichung 

     �̇�(t) = 𝐀 ⋅ 𝛟(t) = 𝛟(t) ⋅ 𝐀,   𝛟(0) = 𝐄  

 Beweis: 

           = 𝐀 ⋅ (𝐄 + 𝐀t +
1

2!
𝐀2t2 + ⋯ ) = 𝐀 ⋅ 𝛟(t) 

         =
 oder

(𝐄 + 𝐀t +
1

2!
𝐀2t2 + ⋯ ) ⋅ 𝐀 = 𝛟(t) ⋅ 𝐀 

  𝛟(0) = 𝐄   offensichtlich 

 

3. Überführungseigenschaft 

    𝛟(t1 + t2) = 𝛟(t1) ⋅ 𝛟(t2) = 𝛟(t2) ⋅ 𝛟(t1) 

 

 Beweis: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
  

e𝐀(t1+t2) = ∑
𝐀k(t1 + t2)k

k!

∞

k=0

 

= ∑
𝐀k

k!

∞

k=0

∑ (
k
j
) t1

j
t2

k−j

k

j=0

 

= ∑
𝐀k

k!
∑

k!

j! (k − j)!
t1

j
t2

k−j

k

j=0

∞

k=0

 

= ∑ ∑
1

j!
(𝐀t1)j

1

(k − j)!
 (𝐀t2)k−j

k

j=0

∞

k=0

 

= ∑ ∑
1

j!

∞

k=j

(𝐀t1)j
1

(k − j)!
(𝐀t2)k−j 

∞

j=0

 

= ∑
1

j!
(𝐀t1)j ∑

1

k′!

∞

k′=0

(𝐀t2)k′

∞

j=0

 

= e𝐀t1e𝐀t2 = e𝐀t2e𝐀t1 

�̇�(t) = 𝐀 + 𝐀2t +
1

2!
𝐀3t2 + ⋯ 
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4. Inverse 

  𝛟(t)−1 = 𝛟(−t) 

 Beweis: Aus der Überführungseigenschaft folgt mit t2 = −t1 

 𝛟(t) ⋅ 𝛟(−t) = 𝛟(t + (−t)) = 𝛟(0) = 𝐄     oder 

 𝛟(t)−1 = (e𝐀t)−1 = e−𝐀t = 𝛟(−t) 

 

5. Determinante (Formel von Jacobi−Liouville) 

  

  det 𝛟(t) = et Sp𝐀     mit         Spur von 𝐀 

  

 Beweis: Aus der Determinantenformel  

  

 

 folgt 

 

 
 
 

  
 

 
 oder 

 

 

          

 

Mit     

bzw.  

 

erhält man wegen  

 

 
 

das Zwischenergebnis 
 
 
 
 
  

Sp 𝐀 = ∑ Aii

n

i=1

 

 

+  …  + ∑ sign(i1 … in)φi11φi22 … φ̇inn

(i1…in)

Perm.  von (1…n)

 

 

𝐀 ⋅ 𝛗𝐤 = 𝐀 ⋅ 𝛟 ⋅ 𝐞k ≡ 𝛟 ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐞k = ∑ 𝛗i𝐀ik

i

 𝛗k = 𝛟 ⋅ 𝐞k 

det [𝛗1 … ∑ 𝛗i𝐀ik

i

… 𝛗n] ≡ det[𝛗1 … 𝐀kk𝛗k … 𝛗n] ≡ 𝐀kk det[𝛗1 … 𝛗k … 𝛗n] 

 

 

det 𝛟(t) = ∑ sign(i1 … in)φi11φi22 … φinn

(i1…in)

Perm.  von (1…n)

 

 
d

dt
det 𝛟(t) = ∑ sign(i1 … in)φ̇i11φi22 … φinn

(i1…in)

Perm.  von (1…n)

 

 

d

dt
det 𝛟(t) = det[�̇�1(t)|𝛗2(t)| … |𝛗n(t)] + ⋯ + det[𝛗1(t)|𝛗2(t)| … |𝛗ṅ (t)] 

= det[𝐀 ⋅ 𝛗1(t)| 𝛗2(t)| … |𝛗n(t)] + ⋯ + det[𝛗1(t)|𝛗2(t)| … |𝐀 ⋅ 𝛗n(t)] 

d

dt
det 𝛟(t) = ∑ Aii det 𝛟(t)

n

i=1
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Die Wronski−Determinante det 𝛟(t) genügt damit der skalaren Differential-

gleichung 

  
 
 

Durch Integration dieser Beziehung mit der Anfangsbedingung det 𝛟 (0) =

det 𝐄 = 1 ergibt sich die Formel von Jacobi−Liouville 

  
 
 
    

 

 

6. Integration 

 

                      für  det 𝐀 ≠ 0 

 

 Beweis:  

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

d

dt
det 𝛟(t) = Sp 𝐀 det 𝛟(t) 

∫
d(det 𝛟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

det 𝛟

det ϕ

1

= Sp A ∫ dτ
t

0

 

⇒ ln(det 𝛟) = t Sp 𝐀 

∫ 𝛟
t

0

(τ)dτ = 𝐀−1 ⋅ (𝛟(t) − 𝐄) = (𝛟(t) − 𝐄) ⋅ 𝐀−1 

�̇� =
d𝛟

dt
= 𝐀 ⋅ 𝛟 

⇒ ∫ d�̅�

𝛟(t)

𝐄

= 𝐀 ⋅ ∫ 𝛟

t

0

 dτ 

⇒ 𝛟(t) − 𝐄 = 𝐀 ⋅ ∫ 𝛟(τ)dτ

t

0

 


