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Mathematische Hilfsmittel 

 

Matrizenalgebra und Matrizenanalysis 

Skalar  μ ∈ ℝ 

 

Vektor  𝐱 ∈ ℝn :   𝐱 = [

x1

⋮
xn

] ,  xi ∈ ℝ 

 

Matrix  𝐀 ∈ ℝm×n :  𝐀 = [
A11 ⋯ A1n

⋮ ⋱ ⋮
Aml ⋯ Amn

] ,   Aij ∈ ℝ 

 

Elementare Operationen  

Operation Schreibweise Koordinaten Abbildung 

Addition C = A + B Cij = Aij + Bij ℝm×n × ℝm×n → ℝm×n 

Multiplikation mit Skalar 𝐂 = μ 𝐀 Cij = μ Aij ℝ × ℝm×n → ℝm×n 

Transponieren 𝐂 = 𝐀T Cij = Aji ℝm×n → ℝn×m 

Differentiation 

𝐂 = 
d

dt
 𝐀 

 

𝐂 = 
∂𝐱

∂𝐲
 

Cij = 
d

dt
 Aij 

 

Cij = 
∂xi

∂yj
 

ℝm×n → ℝm×n 
 

ℝm ,  ℝn → ℝm×n 

Matrizenmultiplikation 
𝐲 = 𝐀 ∙ 𝐱 
 

𝐂 = 𝐀 ∙ 𝐁 

yi = ∑Aik xk

k

 

Cij = ∑Aik Bkj

k

 

ℝm×n × ℝn → ℝm 
 

ℝm×n × ℝn×p → ℝm×p 
 

Inneres Produkt 
(Skalarprodukt) 

μ = 𝐱T ∙ 𝐲 μ = ∑xk yk

k

 ℝn × ℝn → ℝ 

Äußeres Produkt  
(Dyadisches Produkt) 

𝐀 = 𝐱 ∙ 𝐲T Aij = xi yj ℝm × ℝn → ℝm×n 
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Rechenregeln:  

Addition:     𝐀 + (𝐁 + 𝐂) = (𝐀 + 𝐁) + 𝐂 

     𝐀 + 𝐁 = 𝐁 + 𝐀 

Multiplikation mit Skalar:  μ(𝐀 ∙ 𝐁) = (μ𝐀) ∙ 𝐁 = 𝐀 ∙ (μ𝐁)  

     μ(𝐀 + 𝐁) = μ𝐀 + μ𝐁 

Transposition:   (𝐀T)T = 𝐀 

     (𝐀 + 𝐁)T = 𝐀T + 𝐁T 

     (μ𝐀)T = μ𝐀T 

     (𝐀 ∙ 𝐁)T = 𝐁T ∙ 𝐀T    

Differentiation: 
d

dt
(𝐀 + 𝐁) =

d

dt
𝐀 +

d

dt
𝐁 

 d

dt
(𝐀 ∙ 𝐁) = (

d

dt
𝐀) ∙ 𝐁 + 𝐀 ∙ (

d

dt
𝐁) 

 d

dt
𝐱(𝐲) =

∂𝐱

∂𝐲
∙
dy

dt
 

Matrizenmultiplikation:  𝐀 ∙ (𝐁 + 𝐂) = 𝐀 ∙ 𝐁 + 𝐀 ∙ 𝐂 

     𝐀 ∙ (𝐁 ∙ 𝐂) = (𝐀 ∙ 𝐁) ∙ 𝐂 

     aber i.a. 𝐀 ∙ 𝐁 ≠ 𝐁 ∙ 𝐀 

Skalarprodukt:    𝐱T ∙ 𝐲 = 𝐲T ∙ 𝐱 

     𝐱T ∙ 𝐱 ≥ 0   ∀𝐱  ,     𝐱T ∙ 𝐱 = 0 ⇔  𝐱 = 0 

     𝐱T ∙ 𝐲 = 0 ⇔ 𝐱, 𝐲  orthogonal 

Quadratische Matrizen: 

Einheitsmatrix    𝐄 = [
1 _ _
_ ⋱ _
_ _ 1

] 

Diagonalmatrix   𝐃 = diag{di} = [
d1 _ _
_ ⋱ _
_ _ dn

]  

Inverse Matrix 𝐀−1 =
1

det 𝐀
adj𝐀 

     𝐀−1 ∙ 𝐀 = 𝐀 ∙ 𝐀−1 = 𝐄 

     (𝐀 ∙ 𝐁)−1 = 𝐁−1 ∙ 𝐀−1 
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Symmetrische Matrix     𝐀T = 𝐀 

Schiefsymmetrische Matrix    𝐀 = −𝐀T 

Zerlegung       𝐀 =
1

2
(𝐀 + 𝐀T) +

1

2
(𝐀 − 𝐀T) 

                          𝐁 = 𝐁T        𝐂 = −𝐂T  

Schiefsymmetrische 3 × 3 Matrix              𝐚̃ = [
 0 −a3    a2

  a3  0 −a1

−a2   a1  0
] 

𝐚̃ ∙ 𝐛 =̂ 𝐚 × 𝐛 

𝐚̃ ∙ 𝐛 = −𝐛̃ ∙ 𝐚        =̂         𝐚 × 𝐛 = −𝐛 × 𝐚 

𝐚̃ ∙ 𝐛̃ = 𝐛 ⋅  𝐚T − (𝐚T ∙ 𝐛) 𝐄    𝐚 = [

a1

a2

a3

] 

(𝐚̃ ∙ 𝐛) = 𝐛 ⋅  𝐚T − 𝐚 ⋅ 𝐛T 

Symmetrische, positiv definite Matrix:    𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 > 0 ∀ 𝐱 ≠ 𝟎 

 Hauptabschnittsdeterminante   

Hα > 0,  α = 1(1)n 

 Eigenwerte λα > 0, α = 1(1)n 

Symmetrische, positiv semidefinite Matrix:  𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 ≥ 0 ∀ 𝐱 

 Eigenwerte λα ≥ 0, α = 1(1)n   

Symmetrische, negativ definite Matrix:    𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 < 0 ∀ 𝐱 ≠ 𝟎 

 Hauptabschnittsdeterminante   

(−1)αHα > 0,  α = 1(1)n 

 Eigenwerte λα < 0, α = 1(1)n 

Symmetrische, negativ semidefinite Matrix:  𝐱T ∙ 𝐀 ∙ 𝐱 ≤ 0 ∀ 𝐱 

 Eigenwerte λα ≤ 0, α = 1(1)n  

Orthogonale Matrix  𝐀−1 = 𝐀T, 𝐀 ∙ 𝐀T = 𝐀T ∙ 𝐀 = 𝐄 

Determinante det 𝐀 = ∑AikBik

n

i=1

= ∑ AikBik

n

k=1

 

Adjungierte Matrix adj 𝐀 = [
B11 … B1n

⋮ _ ⋮
Bn1 … Bnn

]

T

 

Rösselsprung 

    ̃ 
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Trigonometrie:     cos(ωt − φ) = cosφ cosωt + sinφ sinωt 

a = √(hc)² + (hs)²         hc = a cosφ 

φ = arctan
hs

hc
 

       

Adjunkte eines Elementes einer Matrix  

     Bik = (−1)i+k det

[
 
 
 
 
 

A11 … A1,k−1

⋮ _ _
Ai−1,1 _ _

A1,k+1 … A1n

_ _ ⋮
_ _ Ai−1,n

Ai+1,1 _ _
⋮ _ _

An,1 … An,k−1

_ _ Ai+1,n

_ _ ⋮
An,k+1 … Ann ]

 
 
 
 
 

 

 

Komplexe Zahlen 

 u = a + 𝑖b,  v = c + 𝑖d,  𝑖2 = −1 

 Konjugiert komplexe Zahl: u∗ = a − 𝑖b, v∗ = c − 𝑖d 

Polardarstellung 

 

Regeln  

 u ± v = (a ± c) + 𝑖(b ± d) 

u v = (a c − b d) + 𝑖(a d + b c) = r R e𝑖(φ+ψ)  

Äquivalente Darstellung harmonischer Funktionen h(t) ∈ R 

  h(t) = h0 e
𝑖ωt + h0

∗  e−𝑖ωt  

 

 

 

  

   = hc  cosωt + hs  sinωt  

 

 

 

 

 = a cos(ωt − φ) 

 u = r e𝑖φ u∗ = r e−𝑖φ 

 r = √a2 + b² tanφ =
b

a
 

 a = r cosφ b = r sinφ 

 v = R e𝑖ψ  

Im 

b 

Re a 

φ 

u 

Euler-Formel: e±𝑖ωt = cosωt ± 𝑖 sinωt 

hc = h0 + h0
∗   

hs = 𝑖(h0 − h0
∗)  

 

h0 =
1

2
(hc − 𝑖hs)  

hs = a sinφ 


