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Flexible Mehrk6rpersysteme

Rechnergestiitzte Methoden zur Untersuchung von technischen Systemen werden klassi-
scherweise in vielen Bereichen von Forschung und Entwicklung eingesetzt, wodurch die
Anzahl kostspieliger Experimente stark reduziert werden kann. Zuséatzlich werden heutzu-
tage in immer mehr Bereichen sogenannte Digital Twins von realen Produkte eingesetzt,
die z.B. neuartige Dienstleistungen, wie Predictive Maintenance, erméglichen.

Die Methode der Mehrkorpersysteme (MKS) dient der Modellierung mechanischer Sys-
teme bei denen massenbehaftete Korper groRe Verschiebungen und Verdrehungen aus-
fuhren. Die MKS werden dabei in Analyse, Simulation und Optimierung des Bewegungs-
verhaltens und der auftretenden Belastungen verwendet. Des Weiteren finden MKS Ver-
wendung beim modellbasierten Reglerentwurf. Typische Anwendungen finden sich in der
Maschinen- und Fahrzeugdynamik, Robotik, Mechatronik und Biomechanik.

Sind die Deformationen der Bauteile vernachlassigbar klein, so werden die Bauteile als
Starrkorper modelliert. Ein Beispiel stellt hier der klassische Industrieroboter da.

Mit der Methode der flexiblen Mehrkorpersysteme (FMKS) kdnnen mechanische Systeme
untersucht werden, die neben grof3en nichtlinearen Bewegungen auch nicht vernachlas-
sigbare elastische Bauteilverformungen erfahren. Diese elastischen Verformungen sind in
den meisten typischen Anwendungsfallen jedoch als klein anzusehen. Beispiele sind mo-
derne Leichtbaukonstruktionen im Fahrzeugbau und Robotik, Maschinen mit hohen Ge-
schwindigkeiten und Prézisionsanforderungen, Festplatten, Windkraftanlagen, ...

Die Modellierung flexibler Mehrkorpersysteme lasst sich in drei Gruppen einteilen:

1. Finite Segmente Ansatz

2. Nichtlineare Finite Elemente Anséatze
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3. Methode des mitbewegten Referenzsystems (Floating Frame of Reference)
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Mathematische Grundlagen

Matrizenalgebra und Matrizenanalysis

Skalar ue R
X,
Vektoren x € R, x=|: ] X; € R
| Xn
[ Y1
y € ]Rm1 y= ’ Yi ER
[ Ym
A11 Aln
Matrix A € R™™ A=| : P, Aj ER
Aml Amn
Elementare Operationen
Operation Schreibweise Komponenten Abbildung
Addition C=A+B Cij = Ai]' + Bij RMXN 5 RMXN _, RMXn
Multiplikation
mit SFI)<aIar C=unA Cij = nA;; R x R™X — R
Transponieren Cc=AT Cij = Aji RMXD _, ROXM
d d
C — a Cll — aAl] Rmxn N Rmxn
Differentiation ax %
C:@ ij:a_y]_ R" x R™ —» R™™
A Vi = Z Aik Xk Rmxn X Rn N Rm
. L =A-x
Matrizenmultiplikation y ~ k
C=A'B Cij = ZAik Bkj RMXN s RDXP _y RMXP
k
Inneres Produkt —
(Skalarprodukt) H=x-z a ZXk i RTXR*~R
p K
AuReres Produkt
(dyadisches Produkt) A=xy Aij =X 3; R X R — R
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Rechenregeln
Addition: A+(B+C)=(A+B)+C
A+B=B+A

Multiplikation mit Skalar: w(A-B) = (WA)-B=A- (uB)
u(A+B) = pA+ uB

Transposition: (ADNT=A
(A+B)T = AT + BT
(AT = pAT
(A-B)T =BT-AT
. L d _d d
Differentiation: p (A+B) = A+ B
d d d
S(A-B)=(5A)-B+A-(5B)

d _0x dy
th(Y) T oy dt

Matrizenmultiplikation: A-(B+C)=A-B+A-C
A-(B-C)=(A-B)-C
aberiA. A-B #B-A

Skalarprodukt: X'y=y-X
x'x=>0 VX, x'x=0o x=0

x-y=0 ¢ x,y orthogonal

Quadratische Matrizen

1
Einheitsmatrix E= [ ]
1
dy
Diagonalmatrix D = diag{d;} =
dp
Inverse Matrix Al =—"adjA
detA
AT-A=A-A1=E
(A . B)—l — B—l . A—1
Symmetrische Matrix AT =A
Schiefsymmetrische Matrix A = —AT
Zerlegung A= %(A +AT) + % (A —A")
\ J J

Y

B = BT cC=-CT
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Schiefsymmetrische 3 x 3 Matrix

‘b=axb
-b=-b-a=axb=-bxa

b=ba—(a:-b)E
(A-b) =ba—ab

 an

Symmetrische, positiv definite Matrix:
< Hauptabschnittsdeterminanten
< Eigenwerte

Symmetrische, positiv semidefinite Matrix:
< Hauptabschnittsdeterminanten
< Eigenwerte

Orthogonale Matrix

Determinante

Adjungierte Matrix

Adjunkte eines Elementes einer Matrix
[ A1q
Aj—11

Bix = (=1)*k det
Aiy11

| Apq

0 —-az3 ay
ﬁ = [ a3 0 _31]

—a, 0

I Roésselsprung

x-A-x>0 Vx=#0

H, > 0, a=1(1)n
Ay >0, a=1(1)n
x-A'x >0 Vx

H, =0, a=1(1)n
Ay =0, a=1(1)n

A'=AT, A-AT=AT-A=E

detA = YiL; AyBix = Yk=1AiBik

Bll BlnT
adjA=|: i

Bnl Bnn

Ajk-1 Ak

An,k—l An,k+1

Ai—l,n

Ai+1,n
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Modellelemente

Mehrkdrpersysteme (starr)

= starre, massebehaftete Kérper (Tragheit)

» Koordinatensysteme/Marker (Punkt auf Koérper, z.B. zur Verknip-
fung von Korpern, Angriffspunkte fur Einzelkrafte)

* masselose Koppelelemente (bekannte Kraftgesetze die eingepragte
Krafte und Momente erzeugen)

» masselose Bindungselemente (reibungslos in freie Bewegungsrich-
tung, starr in sperrende Richtung, erzeugen Reaktionskrafte und

Idealisierungen

—-momente)
Symbole Korper
/@ Masse m
starrer Korper Tragheitstensor I
Massenpunkt ® Masse m

Koppelelemente

Feder O_\/\/\/\_o Steifigkeit c

ungespannte Lange I,

Dampfer — Dampfung d

Kraftstellglied o— —o Kraftsteuerung F(t)
Bindungselemente

Stab —_

A A

/S0 LSS
feste I
Einspannung

Lagestellglied Bewegungssteuerung 1(t)

Gelenklager
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Flexible Mehrkorpersysteme

Idealisierungen

= starre, massebehaftete Kérper (Tragheit)

 massebehaftete Korper mit festgelegten
Verformungseigenschaften (Tragheit und Steifigkeit)

» Koordinatensysteme/Marker (Punkt auf Korper, z.B. zur Verknipfung
von Koérpern, Angriffspunkte fir Einzelkrafte, Beschreibung der
Verformung)

* masselose Koppelelemente (bekannte Kraftgesetze die eingepragte
Kréafte und Momente erzeugen)

= masselose Bindungselemente (reibungslos in freie Bewegungsrich-
tung, starr in sperrende Richtung, erzeugen Reaktionskrafte und
—-momente)

Zusatzliche
Symbole

elastischer
Kdrper

Materialkennwerte E, v
Dichte p
Korpergeometrie
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Klassifizierung von Mehrkorpersystemen

Kriterium
Topologie Baumstruktur
Schleifen-
struktur
Bewegungs- holonom geometrische oder integrierbare kinematische Bindung
beschrankung — reduziert Freiheitsgrad der Lage und

nichtholonom

Geschwindigkeit

nicht integrierbare kinematische Bindung
— reduziert nur Freiheitsgrad der Geschwindigkeit
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Bindung

Kraftwirkung zweiseitige Wirkung in beide Richtungen
Bindung (Gleichungsbedingung)
einseitige Wirkung nur in eine Richtung
Bindung (Ungleichungsbedingung)

Zeitabhangig- | skleronome nicht explizit zeitabh&ngig

keit Bindung
rheonome explizit zeitabh&ngig
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Impuls- und Drallsatz

Mehrkorpersystem mit p starren Korpern K; miti = 1(1)p.

Koppelelemente

starre Korper

freischneiden

\4

eingepragte Krafte und Momente

Korper K;
Schwerpunkt C

lokales Koordinaten-
SyStem {Ci,Xi,yi, Zi}

fr
Reaktionskrafte 1
und -momente

I

Masse m
Tragheitstensor I;

Ortsvektor, Drehmatrix
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Axiome der Mechanik

Impulssatz: m;a; = f + f
Drallsatz: o+ @ o= +17
i=1(p
dzl‘i

a; = —- ... Absolutbeschleunigung des Schwerpunkts

dt2

w; ... absolute Winkelgeschwindigkeit mit

~

0 —Wj3 Wy
Wi =

Wi3 0 —wn] = S;-ST...,Résselsprung®
—Wiz Wi 0

o = %... absolute Winkelbeschleunigung
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Virtuelle Arbeit der Reaktionskrafte

Die virtuelle Arbeit der Reaktionskrafte verschwindet, da Reaktionskrafte orthogonal zu den
freien Bewegungsrichtungen stehen (Orthogonalitatsbedingung). Im Folgenden sind Bei-
spiele zur Berechnung der Reaktionskrafte f”, der virtuellen Verriickungen r und den je-
weils geltenden Orthogonalitatsbedingungen fir verschiedene mechanische Problemstel-
lungen dargestellt.

Beispiele fur die Berechnung der virtuellen Arbeit der Reaktionskrafte ...

a) eines freien Punktes

6x3 Or
€3
fr=0
r 6x; Or = e10x; + e30x, + e3dx;
0x,
0 €2
€1
b) eines einfach gebundenen Punktes
€3
1010 r
SISO fr=F-g
S RTRRESS 5t = 1,6y; + 1,87,
% T
6y1 f" - ér=20
JI-F=0,];:F=0
e’ (Orthogonalitatsbedingung)
c) eines zweifach gebundenen Punktes
81
e; f" =Fig: + F,8;
ér =]y
) oy 7 -6r=0
82 JT-F, =0, JT-F, =0
(Orthogonalitatsbedingung)
0] €2
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d) eines statisch bestimmt gelagerten Punktes

83
€3
r 82 f" = e g, +e,8; + €383
g1 51‘ =0
T, —
0 e, fr-6r=20

(Orthogonalitatsbedingung)

Literatur
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Virtuelle Verrickungen

Virtuelle Verschiebungen und Verdrehungen sind gedachte, infinitesimale mit den Bindun-
gen vertragliche Lageanderungen (Variation) bei festgehaltener Zeit:

ot = 0, 81'1 * 0, 85i * 0, 8Vi = 6(01 =0

Die Rechenregeln des 6-Operators entsprechen denen des Differentialoperators bei fest-
gehaltener Zeit t:

S(x+y) =08x+ 0y

6(cx) = c 6x, c = const.

0
Sr(y) = 3. 8y

Satz 2.1: Unabhéangige Variation
Es seien ¢, 8y € R"

Danngiltc-0y=0 V8y ©c=0

Beweis:
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Satz 2.2: Abhangige Variation (Lagrange Multiplikatoren)
Es seien ¢,8y € R" und A € R™*"
Fallsc-6y =0 Véy:A-6y=0
=>3JALER™, (c—A-A)-8y=0 Vdy

Beweis:
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Holonome MKS in Baumstruktur

Fur MKS mit Baumstruktur lasst sich immer eine Beschreibung mit minimalen verallge-
meinerten Koordinaten y € R finden. Dabei ist f die Anzahl der Freiheitsgrade und p die
Anzahl der Korper des Systems.

Kinematik

Position und Orientierung
r=r(y.t i=1(1p
Si =Si(y,t)

Geschwindigkeiten

. or . . or L
Vi=r1_a_;'y+a_rt=]Ti(th)'y+Vi(yrt)

dsi . . Osj A
wi_sl:a_sy'y-l'a_st:]Ri(YJt)'y+wi(y1t)

Beschleunigungen
a =V =) V+in-y+v =)y -y+adyyt
=@ =Jgi V+Iri'y+ @ =yt ¥+ @Gy, yt0

Virtuelle Verriickungen
orj
8r; =38y =Jn(y,t) - 8y

Osi
8s; =5, 8y =Jri(y,0) - 8y

d’Alembertsche Prinzip

b [or - (mja; — ) + 8- (-0 + ®; - I - — I9)] = 0
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Durch einsetzen der virtuellen Verriickungen in das d’Alembertsche Prinzip folgt
8y - X, U1 - (mjay — ) +Jgi (- oy + ;- L -0 — )] =0 V8y
Mit Satz 2.1 ergibt sich

DT (ma =) + 5 T o+ @ L w —I5)] =0

Das Einarbeiten der Kinematik fuhrt zu

DDE I IR L TR VA S DT my A T L+ T @ o] =

?:1[]%1 o (e LYRD b

Bewegungsgleichungen fur holonome MKS
M(y,t) -y + k(y,y,t) = q(y,y,)
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Kurzeinfihrung in MATLAB mit Symbolic Toolbox

MATLAB

MATLAB ist ein kommerzielles Numerik-Programmpaket, das Studenten der Universitét

Stuttgart zur Verfigung steht:
https://www.stud.uni-stuttgart.de/dienste/software/matlab.html

MATLAB verwendet eine numerische Darstellung von Vektoren und Matrizen und erlaubt
eine einfache Programmierung von Vektor/Matrixoperationen und stellt eine Vielzahl von
Methoden zur Systemanalyse zur Verfiigung. Viele so genannte Toolboxen sind verfligbar,
welche die Funktionalitat von MATLAB erweitern.

Die Befehle konnen direkt in dem MATLAB-Fenster eingegeben und ausgefihrt werden.
Alternativ kbnnen die Befehle auch in einer Textdatei <name>.m zusammengefasst wer-
den. Dieses so genannte m-file wird durch Eingabe von <name> in dem MATLAB-Fenster
geladen und ausgefihrt.

helpdesk startet die Online-Hilfe

a=1[3-45] definiert einen Zeilenvektor

b=13-451]" definiert einen Spaltenvektor

A= [124; 2 13 23; 4 23 77 ] definiert eine Matrix

A’ Transponierte der Matrix A

A(2,3) Matrixelement Az

A(:,3) 3. Spalte der Matrix A

A(l,:) 1. Zeile der Matrix A

zeros (n,m) definiert eine Nullmatrix

ones (n,m) definiert eine Matrix mit Einsern

diag([1 2 31]) definiert eine Diagonalmatrix

c=A*D Matrix-Vektor Multiplikation

c=A\D |6st ein lineares Gleichungssystem

inv (A) Inverse einer Matrix

[ EV, ew ] = eig(d) Matrix EV der Eigenvektoren, Vektor
ew der Eigenwerte der Matrix A

plot (t,x,’g’),hold on; Zeichnet Vektor x Uber Vektor t

whos Zeigt alle im Workspace belegten

Variablen
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Zur numerischen Zeitintegration stellt MATLAB zwei explizite Einschrittverfahren (ode23,
ode45), ein implizites Einschrittverfahren (ode23s), ein Adams-Bashforth-Moulton Pradik-
tor-Korrektor-Verfahren (ode113) und eine implizite “numerical differentiation formula®
(ode15s) zur Verfugung. Alle Verfahren haben eine eingebaute Schrittweitensteuerung.

[t,X] = ode23('<name>"', tspan, x0)

simuliert ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form
dx/dt = f(t,x). Ausgabe ist der Vektor t der Zeitschritte und die
Matrix X der Zustandstrajektorien. Die Anzahl der Spalten von X entspre-
chen der Anzahl der Zustédnde und die Anzahl der Zeilen entspricht der
Anzahl der Zeitschritte.

Eingabe ist mit <name> eine Funktion dx/dt, ein (2x1) Vektor tspan =
[to, tena] Welcher die Anfangs- und Endzeit enthalt und der Vektor der
Anfangsbedingungen x0 = [x4(tg) X2 (tg) -+ X1 (tg) X2 (tg) -..]-

Die Funktion <name> muss in einer extra Datei <name .m> mit entspre-
chendem Dateiname und folgender Syntax gespeichert sein:

function dx = <name>(t, Xx)
dx =
Beispiel function dx = doublependulum(t, x)

Doppelpendel

% state vector x = [alp, bet, Dalp, Dbet]’;
alp = x(1); bet = x(2);
Dalp = x(3); Dbet = x(4);

o)

% mass and geometry parameters

m=1.0;, 1 =1.0;, g= 9.81;

M = zeros (2, 2);

M(1l, 1) = 17°2*m* (3+2*cos (bet));

M(1, 2) = 17"2*m* (cos (bet)+1);

M(2, 1) = 17°2*m* (cos (bet)+1);

M(2, 2) = 17°2*m;

k = zeros (2, 1);

k(1, 1) = -17"2*m*Dbet*sin (bet) * (Dbet+2*Dalp) ;
k(2, 1) = 1"2*m*Dalp”2*sin (bet);

g = zeros (2, 1);

g(l, 1) = -m*g*l*(2*cos(alp)+cos (alptbet));
g(2, 1) = -cos(alptbet)*1*m*g;

dx = [[Dalp; Dbet]; inv (M) * (g-k)]1;
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MATLAB Symbolic Toolbox

Mit der Symbolic Toolbox kénnen in MATLAB neben numerischen Berechnungen auch
symbolische Untersuchungen durchgefuhrt werden. Bis zu der MATLAB-Version R2008b
basiert die Symbolic Toolbox auf dem MAPLE-Kernel, ab R2009a basiert diese auf MU-
PAD. In beiden Versionen sind folgende Grundfunktionen enthalten:

syms a b definieren symbolischer Variablen
c=a+b Grundrechenarten

d=a*b

a=5; b=2 Werte zuweisen

e=subs (c) Ersetzen aller symbolischen Ausdriicke
f=subs (¢, b) Ersetzenvon bin c

Beispiel: Berechnung von Jacobi-Matrix und Beschleunigungsvektor

syms 11 alpha alpha Dalpha D2alpha beta Dbeta DZbeta t

% Vektor der verallgemeinerten Koordinaten und Ableitungen
y=[alpha;beta]

Dy=[Dalpha;Dbeta]

D2y=[D2alpha;D2beta]

% Orstvektor
rl=[1l1*cos (alpha);1ll*sin(alpha) ;0]

% Zeitabhangige Variablen als Taylorreihe darstellen
alpha = alpha + Dalpha*t +0.5*D2alpha*t "2

% Berechnung der Geschwindigkeit v1 und Beschleunigung al
rl =subs(rl,alpha,alpha )

vl =diff(rl ,'t ")

vl=subs (vl ,t ,0)

al =diff(vl ,'t ")
al=subs(al ,t ,0)

% Jacobi-Matrix und lokale Beschleunigung
Jl=jacobian(rl,vy)
alg=al-Jl*D2y
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Bewegungsgleichungen mit algebraischen
Bindungsgleichungen

SchlieBbedingung
c=c(y®t)=0, c € Rc

Die verallgemeinerten Koordinaten y® sind nicht unabhéngig voneinander und das System
hat f = f° — n, Freiheitsgrade.

Die virtuellen Verrickungen sind ebenfalls nicht unabhangig voneinander:

dc
— . 8yb = b . Sgb —
8c-ayb 8y? = C(yP,t)-8y> =0

Bewegungsgleichungen

d’Alembert'sche Prinzip

p
Z[Sri'(miai—fie)+551'(li'ai+‘T)i'li'0)i—lie)]:0

i=1
Mit den virtuellen Verriickungen und der Kinematik des aufgespannten Baums

8r; = J%(y°,t) - 8y® und  &s; = JRi(y",t) - 8y®

a; = )%y t) - y° +aP(yPyP ) und o =JRi(yPt) - ¥° + @y, ¥, 0)

folgt
T T . T _ T — T o
b wp [(l% -m; - I3+ IR 'li'lgi>'yb+]'t1)‘i omi & IR L R & o
oy -Zizl bT  ge bT  ye =0,
= I i —Jri 'Ii]
v kinematisch zulassigen 8yP
bzw.

Sy*-(MP-y> + kP —q°) =0, voy>:C-8y"=0
Mit Satz 2.2 und den Lagrange Multiplikatoren A € R"c ergibt sich

8yb'(Mb'yb+kb—qb—CT')L)=O, VSyb

Mit Satz 2.1 lauten dann die Bewegungsgleichungen fur MKS mit Schleifenstruktur

Mb(yb,t) yb + kb(yb,yb,t) _ CT(yb,t) A= qb(yb’yb’t)
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Nichtholonome Bindungen
Geometrische Bindungen:

Beziehung zwischen Lagegrol3en
reduziert Freiheitsgrad der Lage und der Geschwindigkeit
Annahme:

alle geometrischen Bindungen sind im Lagevektor enthalten: y = (y, ... y¢) € Rf
Kinematische Bindungen:

Beziehung zwischen Geschwindigkeitsgréf3en
reduziert zunachst nur Freiheitsgrad der Geschwindigkeit

implizit: Beschreibung der Einschréankung von k Bewegungsrichtungen
(y)‘ [
ak(Y)
explizit: Beschreibung der f — k freien Bewegungsrichtungen

y=G-z=[g() - g

Z1 ]
Zfx

Zusammenhang: Ay=A-G-z=0, Vz =2A-G=0

Tl
y g
v
6 /
Ys ¢

Beispiel: rollendes Rad

F= 4‘, y = (sz YSJ (I)lY)
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Integrierbarkeit kinematischer Bindungen:

einzelne Bindung:

Zq
ai(y) Y =0.undy =Gz = [g:() - gf_k@)]'[ | ]
Zf_x

Eine kinematische Bindung ist integrierbar, falls eine entsprechende geometrische

Bindung existiert:
dc dc

a;(y)
a

a;(y) -y = 0 integrierbar falls %ai _ %% Vi, j erfllt
dyj  0yj

(Integrabilitatsbedingung)

integrierbar:

Reduziert Freiheitsgrad der Lage und Geschwindigkeit f = f— 1
(holonome Bindung)

nicht integrierbar:

Freiheitsgrad der Lage wird nicht reduziert f = f
Freiheitsgrad der Geschwindigkeit wird reduziert g = f— 1
(nichtholonome Bindung)

mehrere Bindungen:

Die Gesamtheit der kinematischen Bindungen muss betrachtet werden.
Dazu ist eine alternative Betrachtung nichtholonomer Bindungen hilfreich:
durch Kombination der g = f — k freien Geschwindigkeiten

sind Lageanderungen in den kinematisch gesperrten Richtungen mdaglich.

y=G-z =35 gi(y)z linear unabhangig von g;
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Uberlegung fir g=2 y=8:y)z +8,) 2,
Schalt- a4
reihenfolge: 1
0 >
1 t
ZZ A
1
0 >
0 h 2h 3h 4h
Differentialgleichung: y=8.(y) y=800) y=-80() y=-8()
Fluss: 81 £ NS by ¥

Lageanderung fur

t=h y(h) =y, = q)}gll (Yo)

t=2h y(2h) =y, = ¢5*(y1) = GF* © dF (Vo)

t=3h y(3h) = y3 = &5 (¥2) = b= o PEF o R (¥0)

t = 4h y(4h) =y, = 0,52 (¥3) = &5 0 ¢, 0 F? o dF (Vo)

Approximation kleiner Lage&nderungen uber Taylorreihe 2. Ordnung

0<t<h y=g:(y), y0) =y,

1d?
= y(ty +h) = y(te) + 5 R N

lto—o// 81‘/}’ g = yl)"=: Dg, - g1

-y, ®Yyo+8oh+: DglO g8i0h
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h<t<2h y=g,y), yh)=y

1
-y, ~y;+82h +§D821 821 h?

1 1
> = EDgz(Yo +-) 8 (yo + )W = EDgZO 820 h*

0g>
= g,(yo + 810oh+)h = (gz(Yo) +aiy| (810 h)) h
Yo

= 820 h + Dgx0 810 h?

1
—> =Y +g10h+5Dg10 g1 h?

1 1
~yo+ (810 +820) h+ (5 Dg10 810 + D820 810 + ;Dgzo gzo) h?

2h<t<3h, y=-g,(y), yQRh =y,

—y3 Yy, — 8z h + %Dgn g12h?
L %Dgl(YO + )81 (Yo + -+ )h? = Wz
= —g1(yo + (810 + 820)h + - )h ~ “grg h — Dglo/cgfo + g20h?)
~yo+ (Brg 8200+ G/Dglo/glo + Dg20810 + %Dgzogzo) h?

1
—y3 ~ Yo+820h +(Dg20810 + EDgzogzo — D g10820) h?

3h<t<4h: y=—g,(y),yGh) =y;
—Ys ® Y3 — 83 h+ %Dgz3 g23h’
Ls %Dgz(yo ++)g2(yo + - )h* ~ §W2
= —g,(Yo + 820 h + - )h & —Zxqh — Dgaeg7oh’
~Yyo+ &xh+ (Dgzog10 +/§98{820 - nggzo) h?

=Yyt (szogm - Dz‘:hogzo,)h2

Y

g" = [g1, 8] Lie-Klammer ergibt Lagednderung
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Kontinuumsmechanische Grundlagen

Kinematik

Die Bewegung eines Kdrpers K wird durch die Bewegung seiner materiellen Punkte P be-
schrieben.

Referenzkonfiguration 2

aktuelle Konfiguration €2

erschiebungsvektpr

R = I'(t())

Referenzposition r(t) = R+ u(R,t)

aktuelle Position

Die Verschiebung u(R, t) enthalt Anteile aus der Starrkdrperbewegung und der Verfor-
mung des Korpers.

Die Verformungen kénnen mit dem Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor beschrieben

werden: G= %(FTF —E) mit G =GT
Deformationsgradient: F = % , 1,j=123
]
Verschiebungsgradient: AF = %
]
Somit folgt

AF =F—E - F =E + AF
und es ergibt sich

_1 T T o= 10w | 0v | Oux duk
G=> (AF + AF" + AF " AF) bzw. G;; = > (aRj + R, + Ty OR]->'
Bei Annahme kleiner Verschiebungen % « 1 konnen in G die nichtlinearen Terme ver-
]

nachlassigt werden. Des Weiteren sind die Ableitungen % und % aquivalent.
] )

. 1 (0u; du; .
Daraus folgt der lineare Verzerrungstensor g;; = — (a—‘;‘ + a—r’) mit € = 7.
j i
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Beziehungen zwischen Verzerrungen und Verschiebungen

Die unabhéngigen Eintrage des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors G und des li-

nearisierten Verzerrungstensors € lassen sich zusammenfassen:

az[G'11 Gzz G33 2G12 2G23 2G13]

€=[g11 &2 €33 285 283 2&3]

Definition von Differentialoperatoren mit 9; = 9

R;
d; 0 07 dquq 04 dqu, 04 d,us 0,
0 o9, O d,u, 0, d,u, 0, d,u; 0,
L = 0 0 o053 Ly (u) = dsuy 053 dsu, 03 dsuz 03
d, 94 O N dquy 0, +0,u;0; 0quy0,+0,u,0; 0quz0, +0d,u30,
0 Jd; 0, d,uy 03 +03u;0, 0yuyd;+0d3u, 0, 0yu3z03 + 03u30,
0; 0 04 [J3u, 04 + 0quy 03 0J3u, 04 +0quy, 03 0dzuz0q + 0qu303]

Es ergibt sich die Beziehung zwischen den Verzerrungen und Verschiebungen
~ 1
G=LL-u+§LN(u)-u

'€=LL-u

und den Verzerrungs- und Verschiebungsgeschwindigkeiten
2 1,.
G=LL-u+§(LN(u)-u+LN(u)-l’1) =L, -u+Ly(u)-u

éZLLu
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Spannungsmalie

Schnittebene

Spannungsvektor

€1
Der Spannungsvektor hangt von der Orientierung n der Schnittflache ab.
c=n-T=T-n

wobei T den Cauchy Spannungstensor bezeichnet.

Oft ist die Betrachtung eines Elements dA und der Normalenrichtung N in Referenzkonfi-
guration sinnvoll.

— 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
P, =det(F) T-FT

— 2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor (symmetrische Modifikation)

P,=F'!.P,=det(F)F*-T-FT

Die Eintrage des Spannungstensors lassen sich wiederum zusammenfassen zu

P,=[Py11 P2z Pr3z Priz Poaz Paus).
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Konstitutive Gleichungen

e beschreiben den Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verformungszustand

e nur bestimmte Kombinationen aus Spannungs- und Verzerrungsmaf3en sinnvoll

Fir homogenes elastisches Materialverhalten kann mit dem Green-Lagrange Verzerrungs-
tensor G und dem 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor P, allgemein die konstitutive

Gleichung P, = P,(G) formuliert werden.
Weitere Annahmen:

e isotropes Materialverhalten

e kleine Verzerrung (Linearisierung des Stoffgesetzes)
Es folgt das Stoffgesetz
P, =2u G+ A Spur(G)-E=C: G,
mit den Lamé-Konstanten

_ E = Ev
=20 +v) “ A+ -2v)

und dem Elastizitatsmodul E und der Poissonzahl v.
C ist ein Tensor vierter Stufe

Cijrs = ATy Trs + 1(Tir Ts + TisTjr)-

Das Stoffgesetz kann auch als P, = C - G geschrieben werden.
Dabei ist
1—v Y Y
\Y 1—-v \Y 0
Y Y 1—-v
C=— 8 v 0 0
(14v)(1-2v) 2 .
0 0 -—V 0
2
0 0 =—v
2
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Bewegungsgleichung eines elastischen Kdorpers

externe Belastung

Starke Form

Die Anderung eines Korpers durch duRere Einwirkungen wird durch Bilanzgleichungen
beschrieben. Thermodynamische Effekte werden im Weiteren nicht bertcksichtigt.

Massenbilanz

m= fno po(R)AV = [ p(r,t)dv = fﬂo p(r,t) det(F) dV = const

Impulsbilanz

poa = pobo + le(Pl) m|t

a =v =1+ Beschleunigung
b Volumenkrafte

aPl‘ij

div(P;)  Vektor mit Komponenten Ty
J

(Divergenz des 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors)
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Drallbilanz

Aus der Drallbilanz folgt die Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors
P, = PJ bzw. des Cauchyschen Spannungstensors T = TT.

Rand- und Anfangsbedingungen

Verschiebungsrandbedingung: u = u auf I,

Spannungsrandbedingung: p =P;N auf I,

Anfangsbedingungen: uRt=0)=R-r(Rt=0)
(R t=0) = u,

Schwache Form

Prinzip der virtuellen Arbeit

Im Gleichgewicht muss die Summe der virtuellen Arbeit aller auf einen Koérper wirkenden
inneren und aul3eren Krafte verschwinden.

D’Alembertsches Prinzip in Referenzkonfiguration

fQo poa ) 51‘dV + fQo PZ: SGdV = fQ-O pobo ) SI'dV + frq I_) - 5l‘dA

AN J \ J \\ J
Y Y Y

SW, SW; = —8U SW,

Fur lineare Stoffgesetze qilt:

SW; = [, P,:8GdV = [, G-C-5GdV
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Finite-Elemente-Methode (FEM)

Die kontinuumsmechanische Beschreibung verformbarer Korper fuhrt auf partielle Diffe-
rentialgleichungen. Der als Losung gesuchte Verschiebungsverlauf u muss fir alle du das
D’Alembertsche Prinzip erfullen. Da eine exakte Losung nur bei einfachen Geometrien und
Randbedingungen mdglich ist, wird mit dem Galerkin-Verfahren eine Nahrungslosung auf
Basis von Ansatzfunktionen gesucht. Die Anséatze flr die Verschiebung u und die virtuelle
Verschiebung 6u miussen den Randbedingungen gentigen. Da jedoch globale Ansatzfunk-
tionen fur den Gesamtkorper schwierig zu finden sind, wird das Kontinuum in einzelne ge-
ometrisch einfache Elemente, den Finiten Elementen unterteilt. Fir die Finiten Elemente
einfacher Geometrie lassen sich dann passende Ansatzfunktionen finden. Fir jedes Ele-
ment ergeben sich dann lokale Bewegungsgleichungen, die anschlieRend zu einem Ge-
samtsystem zusammengesetzt werden.

Die FEM wurde zuerst in der linea-
ren Strukturmechanik angewendet
und ist heute fester Bestandteil des
computergestutzten  Entwicklungs-
prozesses technischer Bauteile. Die
lineare FEM hat dabei ein breites
Einsatzgebiet in der statischen
Spannungsanalyse, der Modalanaly-
se und der Untersuchung elastody-
namischer Vorgange. Die nichtlinea-
re FEM ermdglicht die Berlcksichti-
gung von Nichtlinearitaten wie Kon-
takte, nichtlineares Materialverhalten
und groRRe Verformungen. Somit ist
es beispielsweise mdoglich, Umform-
prozesse, Crashverhalten, reibungs-
erregte Strukturschwingungen sowie
StolRvorgdnge zu untersuchen. Die FEM ist nicht auf die Festkdrpermechanik beschrankt,
sondern sie ist eine allgemeine Methode zur ndhrungsweisen Losung partieller Differenti-
algleichungen und findet breite Anwendung in der Stromungsmechanik, Elektrodynamik
und Warmelehre.

Im Weiteren werden kurz einige ausgewahlte Grundlagen der linearen FEM vorgestellt.
Der Ausgangspunkt der linearen FEM ist die geometrisch linearisierte Beschreibung eines
linear-elastischen Kontinuums. Zusammen mit dem D'Alembertschen Prinzip bildet sie die
Grundlage der verschiebungsbasierten FEM.
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Idealisierungen

* massebehaftete Elemente mit festgelegten
Verformungseigenschaften (Tragheit und Steifigkeit)

= Knotenpunkte (Verknupfung finiter Elemente, Angriffspunkte
fur Einzelkrafte, Beschreibung der Verformung)

= starre, reibungsfreie Bindungselemente

Symbole

Korper

Zug-/Druckstab

Balkenelement

(Zug/Druck, Bie-
gung, Torsion)

ebenes
Dreieckselement

raumliches

Tetraederelement

L
<X

Materialkennwert E
Querschnitt A
Lange L

Dichte p

Materialkennwerte E, G
Querschnitt A
Flachentragheitsmomente
Lange L

Dichte p

Materialkennwerte E, v
Dicke h
Dichte p

Materialkennwerte E, v
Dichte p

Bindungselemente

Gelenklager

feste
Einspannung

- b
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Finite Elemente: Schubstarres Balkenelement

Im Gegensatz zu Kontinuumselementen liegen bei so genannten Strukturelementen
weitere Modellannahmen zu Grunde. Typische Beispiele sind hierbei Balken-, Platten- und
Schalenelemente. Im Weiteren wird ein schubstarres Balkenelement betrachtet, welches
auf der Euler-Bernoulli Balkentheorie beruht. Hierbei wird angenommen, dass die
Querschnitte eben bleiben und senkrecht auf der Biegelinie stehen. Mit diesen Annahmen
ergeben sich Elemente deren Knoten neben Verschiebungsfreiheitsgraden auch
Rotationsfreiheitsgrade besitzen.

- — ) )
x ( {
vz Spannungszustand
e Langel

e Querschnittsflache A
e Flachentragheitsmoment I,

e Durchbiegung w(x)

Annahmen und Beziehungen

Neigung w' = —tan 3, fur kleine B gilt tan § = 8 und somit w’ = —§
" . ’ dw
Langsverschiebungu =z =—-zw' = -z =
. . du d?w "
Dehnung in x-Richtung g, = "= Zga = TIW

Einachsiger Spannungszustand mit Hookschem Gesetz 6, = Ee, = —Ezw"

Verwendete Konventionen am betrachteten Balkenelement
Fy F

'

1

2
£ J >'wé > Ba, My

Dy z L W,

My, 61< wh (
v
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Das D’Alembertsche Prinzip fur den betrachteten Euler-Bernoulli Balken lautet dann

pA fOL Sw W dx + ply fOL Sw'w'dx + EI, fOL Sw"w' dx = fOL 8us, dx + F;8w; + F,8w, — M;8w; — M,8w}

N ~ J v J \ v J —— 7
6va,t 8Wm,r W, oW,
Hierbei ist z.B.

n n L n 144 L 144 144
§W; = fﬂo 8e,0,dV = fQOZZE Sw'w"dV =E [, z*dA [ Sw"w"dx =El, [ sw"w"dx

Ansatzfunktionen fur Balkenelemente

Die Ansatzfunktionen fir Balkenelemente in der FEM kdnnen aus der Losung der
Differentialgleichung der Biegelinie gewonnen werden.

Ew!lV =0
Elw" = ¢,
EIw" = ¢, + ;%

1
Elw' =c3 + cox + Eclxz

1 1
Elw = ¢, + c3x + Eczxz + gc1x3

Uber die Randbedingungen konnen die Integrationskonstanten c; bis c, bestimmt werden

Knoten O@: w(0) = %cél, =w; =c, = Elw;
4 1 !
W(O):EIC3 wy; = —f4 = c¢3 = —EIB;
L2 L3
Knoten @ W(L) = W1 —_ LBl + ECZ + acl = WZ
LZ
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durch Umformungen folgen

__ 6EI

G=13 (2w; — 2w, — LBy — LB,)

2Kl

C2 - F(—3W1 + 3W2 + ZLBI + LBz)

Einsetzen der Integrationskonstanten in w(x) und Umformen fuhrt zu

x3 3x%  2x3 2 %3

we) = (1=35 + 35w + (o =R+ (- ) wa+ (- 1) e

H_J

Ny N, N3 N,
Wy
B
=[N; N; N3 Ngj- le =N-q
B2
T
Ny
1__
Yz
z z

Yz
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Element-Massenmatrix (hier Vernachlassigung der rotatorischen Anteile)

Aus der virtuellen Arbeit der Tragheitskrafte folgt

8Wpy = pA [, 8w dx = pA ['5q-NTN- G dx = 8- pA [ N"Ndx-§ =89 M- §

und die Massenmatrix lautet somit

N;N; N;N; N;jN; N;N, 156 —22L 54  13L
M=pAfL N2N;  NpN; NpN3 N3N, dX:&—ZZL 412 -13L -31?2
o [N3N; N3N, N3N; N3N, a20| 54 —13L 156 22L

N4N; N4N, NyN; NN, 13L  —-3L%2 22L 412

Element-Steifigkeitsmatrix

2 2
Aus der virtuellen Arbeit der inneren Kréfte folgt mit w"' = dw_L\N. q=B-q

x2 dx?

W, = EI, ["6w"w"dx = El, ['5q-BTB- qdx = 8q-El, [ 'B™Bdx-q=6q-K-q

Mit den hergeleiteten Ansatzfunktionen N ist

d2 12x 6 6x |, 4 12x 6 6x 2
B=wN=lw v "efi "=tE "ty =B B B B
und die Steifigkeitsmatrix lautet somit
BB, B;B, B:B3 BB, 12 —-6L —-12 -6L

_ Lot _ L(B2B; B;B; B;B; BB, _Ey|—-6L 412 6L 27
K=El, [/B'Bdx=ElL ['|ps g5 pp BB, 3|-12 6L 12 6L
B,B, B,B, B,B; B,B, —6L 212 6L 412
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Mdgliche FE-Problemstellungen

Statik

Ldsen des linearen Gleichungssystems

K-q=F q=R'
f : Knotenfreiheitsgrade

- Verschiebung, Dehnungen, Spannungen
Modalanalyse
Homogenes Problem M-Gg+ K-q=0
Losungsansatz: q=G e, G=—q w? et
- Eigenwertproblem (EWP) (K—w? M) g-el®t=0
Hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn
det(K— w?-M) = 0.
> w5 i=1..f w? Eigenwerte
w;: Eigenkreisfrequenz

Zu w? gehort jeweils ein Eigenvektor ;. Diese ®; werden in der FEM meistens normiert,
dass mit ® = [®, ... ®; ] qilt

dT-M-® =E
w? 0
T - K-d=0% Q%=

0 w?

Die Losung des EWP folgt nicht Uber die Losung des charakteristischen Polynoms son-
dern z.B. mit einer Vektoriteration.

Dynamikanalyse
M-q+K-q=F q(to) =qo, a(to) = Qo
Losen des Anfangswertproblems mit numerischen Verfahren. Bei der FEM kommen oft

Newmark-Verfahren zum Einsatz. Im Gegensatz zu den bei MKS verwendeten Ein- und
Mehrschrittverfahren erfolgt hier kein Ubergang in den Zustandsraum.
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Ansatz des mitbewegten Referenzsystems
(Floating Frame of Reference)

In typischen Anwendungen der Flexiblen Mehrkdrpersysteme treten meistens grof3e Ver-
schiebungen und Rotationen aber nur kleine lineare elastische Verformungen auf. In die-
sem Fall konnen mit dem Ansatz des mitbewegten Referenzsystems effiziente Modelle
erstellt werden. Dabei werden die kleinen elastischen Deformationen in einem Referenz-
system beschrieben, welches grof3e Verschiebungen und Rotationen erfahren kann. Das
Referenzsystem ist ein korperbezogenes Koordinatensystem, aber nicht notwendiger-
weise ein korperfestes Koordinatensystem.

Referenzkonfiguration

Referenzsystem

'R
aktuelle Konfiguration

Inertialsystem
T3
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Diskretisierung der Kinematik

Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes P in diskretisierter Form

Ip =Iig + Rgp + Pp -

q
VIR
vip=[E —Trp Pp]- [wIR]
N Y,

~ q
Tgp
aRr
ap =\[E —Trp q’PJ' R | + @R - DR * Trp + 2@R * Trp
g al & e /
Trp CRp

Verdrehung, Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung eines am Punkt P fixierten
Koordinatensystems

Sip =Sir - (gRP (E+ (‘ITP"JQ)))

VIR
wp=[0 E Wp]-|wr
q
Trp
aiR
ap=[0 E Wp]:|ORr|+ By wgp
q
Trp GRp

Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung jedes einzelnen Punkts eines freien elasti-
schen Koérpers kann eindeutig mit folgenden Variablen beschrieben werden:

IR VIR air
z; = |Bir|, Z; = |WIR], Zy = | QR
q q q
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Kinetik eines freien elastischen Korpers

D’Alembertsche Prinzip in Referenzkonfiguration

\fQo Podrp - STip d\}/ +\f90 G-C-5G d\}/ _\frqo p - orp dAJ—\fQO pob - 8rpp d\}/ =0
Y Y Y Y
SW,, W, SW, SW;,

mit der virtuellen Verruckung 8rp = Tgp - 82;

Virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte

W, = f(Trt{p)T - Trpdm - zpy; + f(TlgP)T “Grp dm |- 8z; = (M- zy; + hy,) - 8z
Qo Qo

Dabei ist p,dV = dm bericksichtigt. Es ergeben sich hieraus die Massenmatrix
M = MT > 0 und der Vektor der Zentrifugal- und Coriolis-Kréafte h,,.

Massenmatrix:
E mE méT ¢f
M= —frp|-[E —frp @pldm =|me I (o)
Qo d)g C¢ C: M
Masse des Korpers: mE = fQO Edm
Tragheitstensor: I1=1I(q) = fQO firp - Fap dm
Schwerpunktlage: c=c(q) = é‘fﬂo rgp dm

Massenmatrix aus
elastischem Anteil: M. = [ &} - ®p dm

Kopplungsterme: C. = fﬂo ®! dm

C. = Cr(q) = fQo (Dg ' FgP dm
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Vektor der Zentrifugal- und Coriolis-Kréafte

E hmt

h, = J. —frp | - (@R - @ " Trp + 2®g * Fgp) dm = [hwr]
Qo q)EP

Hierbei ist es sinnvoll die elastischen Anteile von der Referenzbewegung zu trennen.

translatorischer Anteil:

hy, = waR'wIR'rRP + 2@y - Frp dm
Qo
=m(T)IR-(T)IR-C+2m(T)IR-é

rotatorischer Anteil:
h =—jf~T-(’B - ®g * Trp + 2F0p * @R * Frp dM
wr RP IR IR RP RP IR RP
Qo

— ~N .5 .uwT = . x%T |

= waR frp * Frp " Wg + 2 Frp * Trp - @g dm
Qo

= 0O "I wR + G- 0

mit Gr = Gr(q; q) =2 fﬂo fRP ' l~~P’{‘P dm
Anteil aus elastischen Koordinaten:

— T. 5 ... T, .3
hye = ]‘DP O " @R  Trp + 2Pp * Wy - Fgp dM

T Ng
W0, - wR

mit G, = Go(q) = 2 fﬂo @ - il dm

und OX = 0K(q) = fQO ®;* - #rp dm, wobei ®;¥ die k-te Ansatzfunktion ist
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Virtuelle Arbeit der inneren Kréafte

0
9 ] . 6ZI m|t

Kege + Ke(ge)qe

he

SWe = [, G- C-8GdV =

—~ 1 1
G=L,®Pp-q.+ ELN(q)Pqe)(DP ‘e =B - q¢ + EBN(qe) * (e,
K, = fﬂo Bl -C-B.dV und

_ _ 1 R
K.(qe) = f <B§(qe) -C-B + > (BL + BN(qe))T -C- BN(qe)> dv
Qo

Virtuelle Arbeit der Oberflachenkréafte

aus Oberflachenspannungen p

E
W, = fl“qo ng -p dA - 8z
®p
H_J
h

p

aus Einzelkraften/Momenten fp , Ip, angreifend am Punkt Py

E 0
8Wd = El;]_ l‘T‘Rpk ' ka + E ' ka . SZI
@7 vy
Pk Pk
g
hy
Virtuelle Arbeit der Volumenkréfte
E
W, = fﬂo Trp|-b dm - §z; bei Gravitationb =S} - g
o)
N\ J
Y
h;,

Bewegungsgleichungen eines freien Kdrpers

(M-zy +h, +h,—h, —hg—hy) 6z, =0, V&z

MIZIH=_h0.)_he+hp+hd+hb
N\ ~ J
h,
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Modellreduktion

Die Modellreduktion linearer Systeme ist heutzutage ein wichtiges Werkzeug zur effizien-
ten Simulation komplexer technischer Systeme, siehe [1]. Sie findet Anwendung in der
System- und Regelungstechnik, der Mikrosystemtechnik, der Elektrodynamik und der Me-
chanik. Dabei sollen die reduzierten Modelle die relevanten Eigenschaften sowie das Ein-/
Ausgangsverhalten der Originalsysteme fir grof3e Parameterbereiche moglichst gut und
mit vorgegebener Fehlergiite annahern.

Eine schone Einleitung zur Modellreduktion ist auch in Antoulas: ,Approximation of Large-
Scale Dynamical Systems* [2] (Standardwerk zur Modellreduktion) zu finden.

In der angewandten Mathematik wurde in den letzten Jahren eine Reihe von neuen Mo-
dellreduktionsansatzen neben den traditionellen modalen Anséatzen entwickelt. In [2, 3, 4]
wird ein guter Einblick in den aktuellen Stand der Forschung und die Zielrichtung zukunfti-
ger Entwicklungen gegeben.

Prinzipiell gibt es drei Kategorien von Reduktionsverfahren, die relevant fur die Modellre-

duktion elastischer Korper sind: modale Reduktionsverfahren, auf Gramschen Matrizen
basierende Verfahren und Krylov-Unterraummethoden, siehe z.B. [5].

Mathematisches Schliisselkonzept der Modelreduktion ist Projektion

Eine Matrix P e R™f wird Projektor auf den Unterraum V € Rf genannt, wenn
im(P) =7V und P? = P.

Daraus folgt, dass q € R geschrieben werden kann als
q=P-q+(I-P)-q.
Dies erlaubt uns, den Unterraum R in zwei Unterraume
Rf = span(V + W),
mit im(P) =V und kern(I — P) = W, aufzuteilen.

Der Projektor P projiziert auf V parallel zu W.

re

Projektion eines Punktes aus R? in R?
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Bei zwei Basen

V = [vq,Vy, ..., V], span(V) =V,
W = [wy, Wy, ..., W, ], span(W) =W

ist der Projektor P =V - (WT-V)~1-WT,

Vereinfachungen:
Biorthogonale Basen Wl-.v=1 = P=V-WT
Orthogonale Projektion P=PT = P=V-(VT-v)"1.yT
Orthogonale Projektion mit orthogonaler Basis VI-v=1 = P=V-VT

Aufgabe von Modellreduktionsverfahren:

Bestimmen der Matrizen V. und W.

Verwendung des Systemgedankens fur die Modellreduktion elastischer Kdrper:

Elastischer Kérper wird als System betrachtet.

M.
Verschiebungen der Knoten sind
Ausginge des MIMO-Systems F
Krifte und Momente an freigeschnittenen
Knoten sind Eingénge fiir das System

Krafte (Systemeingange) F=B-u(t)
Verschiebungen (Systemausgange) y(t) =C-q(t)

Elastische Korper kbnnen als MIMO-System 2. Ordnung geschrieben werden

M-§+K-q=B-u
y=C-q

Idee: Betrachtung des MIMO Systems 2. Ordnung als Ausgangspunkt fur Modellredukti-
onsverfahren - Reduktion durch Petrov-Galerkin Projektion

WI-M-v-q+WT-K-V-gq=WT-B-u
M K

7=CVq

C
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Verwendung von Reduktionsverfahren aus Systemtheorie und Regelungstechnik

Werkzeuge:

e Laplace-Transformation in den komplexen s-Raum

LEEO)} = F(s) = f " et dt

0

e Laplace-Transformation des MIMO-Systems bei q(0) = 0

(s?M +K) - Q(s) = B- U(s)
Y(s) = C-Q(s)

Wobei U(s) und Y(s) die Laplace-Transformierten des Eingangs und des Ausgangs
sind

e Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangsvektor wird Ubertragungsmatrix
H(s) genannt

Y(s) =H(s) -U(s) —» H(s) =C-(s?M+K)"!-B

e Ubertragungsfunktion )
Regelungstechnik: Evaluierung der Ubertragungsmatrix auf der imaginaren Achse

s =i2nf

I H(iw) j | = Verschiebung/Verformung an Ausgang j wenn das System an Ein-
gang k mit Einheitsamplitude und der Frequenz w = 2nf angeregt wird

10’
—original
= - - -reduziert
Q 5
95 100 NN Ak M
i ----------
-10 |
10 i
0 5000 10000

f [Hz]

Norm der Ubertragungsfunktion eines Fliehkraftpendels
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Fehlerglte von reduzierten Modellen

e(t) =qt) —V-qt) Fehler in Zustandskoordinaten
E(s) = Q(s) —V-Q(s) Fehlerim Zustandsraum

e Ausgangsfehler

eo(t) = C-e(t) =y(t) -yt B
Eo(s) = Y(s) — Y(s) = C(s) - Q(s) — C(s) - Q(s)
=C-(Q()=V-Q(s)) = C-E(s)

e Fehlersystem

Hi(s) = H(s) —H(s)
Y(s) = H(s) - U(s) und Y(s) = H(s) - U(s)

eingefligt kann der Ausgangsfehler als
Eo(s) = H(s) - U(s) — H(s) - U(s) = Hg(s) - U(s)
geschrieben werden.
Ublicherweise wird der Fehler in der H,,- bzw. £,-Norm gemessen.

| Hu ”Lg(i R)

Il H ll;,,= sup = sup . I H(®) Il

u#0
” u ”LIZJ(I R)

Il H i3, = <%Jmtrace(H(i w) -HHG w))doo)E

_ <21f:u H(i w) 112 dwf

Haufig erfolgt eine Normierung des Fehlers durch die Norm des Originalsystems |l H liz/,.
Diese Fehler werden relative Fehler genannt

| Hg(i27tf) I,
I HGi2mf) Il,

| Hg(i27tf) ¢

() = I HG2m) 17

el (f) =
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Standarddatenberechnung
in Flexiblen Mehrkorpersystemen

Massenmatrix

_fEdm ffgpdm fcl)dm
M(q) — f prfgp dm .I- pr(I) dm
sym. j¢T¢ dm
Qo
Masse
m 0 O
f Edm=|0 m O
Qo 0 0 m
Schwerpunkt
S— T
mET = f fRTP dm = m(CO + Cl(q))
Qo
Cop = — f RRP dm
Qo
1
c:(q) =— f<1>qu =—Clq
Qo
Tragheitstensor
I(q) = ]fRPng dm =1, + 1;(q@) + 1,(q)
Qo
Iy = jﬁRPﬁTRP dm
Qo

Nq
L@ = [ (Rep (@07 + (@DRE) dm = = > (¢ + 4l
Qo I=1

L@ = [ (@a)@)T dn
Qo

(I, entfallt bei Linearisierung in den Verformungskoordinaten)
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Kopplungsterme - Translation

C. = fcpTdm =C1T
Qo

Kopplungsterme - Rotation

C.(q) = f ®TE], dm = Cyo + Crr (q)
Qo

Co = f ®TRT, dm = €27
Qo

Ng
Ca(@) = [ @"(@@)Tdm =) cslq
Qo 1=1
Massenmatrix des elastischen Subsystems

M, = fchcb dm = C3;; + C3,, + C33;
Qo

Generalisierte Tragheitskrafte

f ®RWRIRp + 2@ gIgp dm

Qo
hu)t o~ o~ - o~ .
h,|=|" FRp®RWRIRp + 2TRpWirIrp dM
hwe Qo

] q)T(BIR(T)IRer + Zq)T(T)IRl:'Rp dm
L Q,

Anteile aus der Translation

h(ot =2 ‘T)IRC]‘ q + m (T)IR(T)IRC

Anteile aus der Rotation
ng

h,, = ORlwyg + 2 G (q) QiR
=1
Ng

Gn(q) = —2C4—2 ) C6yqy
=1
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Anteile aus den elastischen Verformungen

‘l)iFROéwIR 2
h,. = 2 + ) G QiR
(J.)’IFR OequR 1=1
ng Ng
0f = [(R®.) dm+ ) [ @.d.dma=caf+ ) Coua
Qp 1=1 9, =1

G =2 f(@@)T dm = 2 €57
Qo

Neben der Berechnung von m, ¢, und I, missen die folgenden Integrale fir eine effiziente
Auswertung der Bewegungsgleichungen im Vorfeld der Zeitintegration berechnet werden:

Integral Dimension
Clzfcbdm [3><nq]
Qo
C2= ]ﬁcbdm [3 x ng]
Qo
C34p = j @y, Pg. dm [ng X ng]
Qo
C4l = f ﬁfls*l dm [3 % 3]
Qo
C51 = ]&)*lq) dm [3 X nq]
Qo
€6y = ]a)*k&)*l dm [3 x 3]
Qo

Hinweise zur Notation:

Lk=1,.. ng
a,Bf=1273
®,.: a-te Zeile von @

®,,: I-te Spalte von ®
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Beispiel: fest eingespannter elastischer Balken mit 2 elastischen Freiheitsgraden

2

2

:No.

Standard Input Data

14:51:47 from FEMBS input data=

part
new modal
refmod

nelastqg
ielastqg ( 1)
ielastg ( 2)

end refmod

frame
new node

rframe
origin
order
nrow
ncol
ngq
ngn
structure
end origin
phi
order
nrow
ncol
ngq
ngn
structure
end phi
psi
order
nrow
ncol
nqgq
ngn
structure
end psi
AP
order
nrow
ncol
nqgq
ngn
structure
end AP

end node
new node

rframe
origin
order
nrow
ncol
nq
ngn
structure
mO( 2, 1)
ml( 1, 1,
ml( 1, 2,
end origin
phi
order
nrow
ncol
nq
ngn
structure
mO( 1, 1)
mO( 1, 2)
end phi

2.75000000000D-01
2
Eigen Mode 1
Eigen Mode 2
1
body ref
1
3
1
2
0
0
1
3
2
2
0
0
1
3
2
2
0
0
0
3
3
2
0
4
2
= body ref
1
3
1
2
0
3
1.00000000000D+00
3.81378332228D+00
3.81322968010D+00
0
3
2
2
0
3
3.81378332228D+00
3.81322968010D+00

8.150 Hz
51.069 Hz

nodes, No. modes:SID generated by FEMBS-V.FE-C including Geo Stiff= yes at Mar 31 09;
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psi
order = 0
nrow = 3
ncol = 2
ngq = 2
ngn = 0
structure = 3
mO( 3, 1) = 5.24972079193D+00
mO( 3, 2) = 1.82316641872D+01
end psi
AP
order = 1
nrow = 3
ncol = 3
ng = 2
ngn = 0
structure = 3
mO( 1, 1) = 1.00000000000D+00
mO( 2, 2) = 1.00000000000D+00
mO( 3, 3) = 1.00000000000D+00
ml( 2, 1, 1) = 5.24972079193D+00
ml( 2, 2, 1) = 1.82316641872D+01
ml( 1, 1, 2) =-5.24972079193D+00
ml( 1, 2, 2) =-1.82316641872D+01
end AP
end node
end frame
mdCM
order = 1
nrow 3
ncol = 1
ng = 2
ngn = 0
structure = 3
mO( 2, 1) =-1.37500000000D-01
ml(1, 1, 1) = 4.10596034065D-01
ml(1, 2, 1) =-2.27549663301D-01
end mdCM
J
order = 1
nrow = 6
ncol = 1
ng = 2
ngn = 0
structure = 3
mO( 1, 1) = 9.16690000000D-02
mO( 2, 1) = 4.58333000000D-06
mO( 3, 1) = 9.16690000000D-02
ml( 4, 1, 1) = 2.98315104180D-01
ml( 4, 2, 1) =-4.75842387323D-02
end J
Cct
order = 0
nrow = 2
ncol = 3
ng = 2
ngn = 0
structure = 3
mO( 1, 1) = 4.10596034065D-01
mo( 2, 1) =-2.27549663301D-01
end Ct
Cr
order = 0
nrow = 2
ncol = 3
ng = 2
ngn = 0
structure = 3
mO( 1, 3) = 2.98297624851D-01
mO( 2, 3) =-4.76017192439D-02
end Cr
Me
order = 0
nrow = 2
ncol = 2
ng = 2
ngn = 0
2

structure



‘0 Institut fur Technische und Num. Mechanik
apl. Prof. Dr.-Ing. J. Fehr SS 25 M 23.3

0’ Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard

Flexible Mehrkorpersysteme

end Me
Gr

end Gr

end Ge

end Oe
ksigma

end ksigma
Ke

end Ke
De

end De

end modal

end part

mO( 1, 1)
mO( 2, 2)
order
nrow

ncol

nq

ngn
structure
mO( 1, 3)
mO( 1, 4)
mO( 2, 1)
mO( 2, 2)
order
nrow

ncol

nq

ngn
structure
order
nrow

ncol

nqgq

ngn
structure
mO( 1, 4)
mO( 2, 4)
ml( 1, 1,
ml( 1, 2,
ml( 2, 1,
ml( 2, 2,
ml( 1, 1,
ml( 2, 2,
ml( 1, 1,
ml( 1, 2,
ml( 2, 1,
ml( 2, 2,
order
nrow

ncol

nqgq

ngn
structure
order
nrow

ncol

nqgq

ngn
structure
mO( 1, 1)
mO( 1, 2)
mO( 2, 1)
mO( 2, 2)
order
nrow

ncol

nq

ngn
structure
mO( 1, 1)
mO( 2, 2)

1

=1

=N

2
1

.00000000000D+00
.00000000000D+00

O N oYy WO

3
.96595249703D-01
.52034384879D-02
.49586561369D-05
.49610233011D-05

w o NN O

oNOoYN

3
.98315104180D-01
.75842387323D-02
.74569625086D-05
.22977545973D-04
.22977545973D-04
.40018755613D-04
.00000000000D+00
.00000000000D+00
.99975575746D-01
.07524486567D-05
.07524486567D-05
.99508490859D-01

oo NEFEDNO

oON NN O

2
.62221792179D+03
.56874793781D-06
.56904041540D-06
.02961026274D+05

OoON NN O

2
.04830385316D+00
.28350162461D+01
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Programmtechnische Umsetzung der Modellierung
und Simulation Flexibler Mehrkorpersysteme

elastische Korper starre Korper
Formulierung als Kontinuum Konstruktion des Systems mit
r Hilfe von CAD Systemen
Import der Geometrie aus \ 4
CAD Software Import der Geometriedaten
© ‘ aus CAD Software
. . - *

_ _Dlskret|S|erung Definition von Lagern und
Finite Elemente Zwangsbedingungen
Finite Differenzen
Randelementmethoden

\/
. p Korper
@ l 7 f Freiheitsgrade
g Reaktionskrafte
Reduktion der elastischen @j
Freiheitsgrade

@ 1 ne elastische
Freiheitsgrade

Standard Input Data

gemeinsame Simulation starrer und
flexibler Korper
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MKS mit verallgemeinerten Geschwindigkeiten

Die verallgemeinerten Geschwindigkeiten z legen die Ableitung der verallgemeinerten Ko-
ordinaten y eindeutig fest.

Kinematik — Dgl.
y=v(tyz),y€Rf

Beschreibung der Kinematik
Vi = ]%1 ) y + ‘_’i = Vi(t'YJ Z)

w; = lPTh 'y+ (T)i = “)i(tJy'z)

_ dVi _ avi_ . 6Vi O aVi _ L —

A= =5, L5, VG =Lyi-z+ai(ty, z)
_ d(x)i _ 0(1)1_ . 6(1)1_ . ami _ e —

o= =5 tto vt =Lgi'z+a;(ty, z)

Virtuelle Verriickungen
8'v; = % 8’z = Lyy(ty,z) - 8'z

8 w; = % -8’z = Lgi(ty, z) - 8'z

Jourdainsche Prinzip

§'zTYE [LT - (miLyy 24+ ma; — £8) + Ly - (I "Ly 2z + - o + & - I - w; — If)| = 0, v&'z

Mit Satz 2.1 ergibt sich

Kinetik — Dgl.

M(ty,z)-z+ k(ty,z) = q(ty, z)
M € R8*8: Massenmatrix,

k € R8: Vektor der verallg. Kreisel-, Zentrifugal- und Corioliskrafte
q € R&: Vektor der verallg. Krafte

Kinematik- und Kinetikdifferentialgleichung bilden zusammen die Zustandsgleichung der
Bewegung. Die Anfangsbedingungen y(t,, z(t,)) sind beliebig.
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ANCF: Ansatzfunktionen eines 2D-Balkenelements
Darstellung des Positionsvektors mit dem Polynom

_ Plal] dp + d1Xq + drX,H + dzX1Xo + a4X% + a5X%
P2a2 bo + b1X1 + bZXZ + b3X1X2 + b4X% + bSX%
Or
6:1:2

Jr
8.’1}1

€2

€1

Ziel: Trennung der Variablen, d.h. darstellen des Positionsvektor als ein Produkt von orts-
abhangigen Formfunktionen und zeitabhangigen Variablen:

r(x,t) = Sx)e(t)

Transformation der Polynomkoeffizienten a(t) auf die Knotenkoordinaten e(t) = Bpa(t)

Bedingungen am Knoten 1, x=[0 0]":

[arl] [9m]
1"1— 6X1| ’ r2_|(’)xz| €5
[ l [ l gZJ [ej [ZZJ leel

Bedingungen am Knoten 2, x =[1 0]™:

T el
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Aus den Bedingungen an den Knoten 1 und 2 folgt:

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 07
0 000 O O 1TO0O0O0O0 O
0100 0 O OOUOTOUO O
0 0o 00 0 0 O01T0O0 0 O
0 061 00 0 0 O0OO0OO0OTO0O O
B — 0 0o o0 0 0 O0OOT1TG0 U0 O
P11t 10 012 B 00O0O0 O O
0000 0 O 1100 12 B
0 1.0 0 21 32 00 00 O O
0 000 0 O 010 0 21 317
0011 0 0 O0OOOOUOTGO O
0 0 0 00O 0 0011 0 O

Mit der Transformationsmatrix B, und den dimensionslosen Koordinaten § = x;/lundn =
X, /1 ergibt sich die Matrix der Formfunktionen:

S(x) = P(x)B;!

S=[s1E s;E s3E s, E ssE  sgE], E= ll Ol
0 1
wobei
s;=1-38+28, s, =1(—-25+¥), s3 = 1(n —ng),
sy = 382 — 28, ss =1(=§ + &), Se = Ing

m
a) b)

s L]
AT
P |z

d) e)

Abb.1: Die Abbildungen a) bis f) zeigen die Verschiebungsfelder bei Auslenkung der Kno-
tenkoordinaten e, bis eg.
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ANCF: Kinetik eines freien Elements

Prinzip von D’Alembert

SW, + 8W; = 8W, s + SW,

or = S de
r=v=Se
r=a=S8Se

Virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte

SW, = f paTdrdv = &T f pSTSdV e = éTM Se

‘ \% \
mit

M =fpsTde
\%

Virtuelle Arbeit der inneren Kréafte

8Wi=f6:6GdV
Y

8G = { 6F'F + FT6F }

1
W, =§f(C:G):8GdV=qiT8e
\%

Virtuelle Arbeit der eingepréagten Einzel- und Volumenkrafte

W, = FTér = FTS Se

W, = j bTérdv = j bTS dV Se
\% \%

Bewegungsgleichung eines finiten Elements
{Mé + q; — qes — qe,b}TSe =0, Ve

Me = des T 9eb — qi
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Regelung starrer Mehrkdrpersysteme

Typische Beispiele geregelter starrer Mehrkérpersysteme sind Roboter und Werkzeugma-
schinen. Im Allgemeinen entspricht hier die Anzahl der Stellgrof3en den Freiheitsgraden
des Systems

Bewegungsgleichungen M(y,t) -y + k(y,y,t) = q(y,y,t) + B(y) - u (2)
End-Effektor Position rtf = rEf(y) (2)
Sollbahn riF 2-mal stetig differenzierbar

System ist voll aktuiert y,u,rfF € Rf

Die Reglerstruktur fur starre MKS (im besonderen Roboter) besteht aus drei Teilen:
1. Inverse Kinematik
2. Inverse Dynamik
3. Ruckfuhrender Regler
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Inverse Kinematik

Mit der Inversen Kinematik wird fiir eine gegeben Sollbahn rFF des End-Effektors (Tool-
Center Point) die dazugehérigen Trajektorien y (incl. yq4, ¥4) der verallgemeinerten Koordi-
naten berechnet.

r¥f(yq) =i = yg = (rfF) ©)

Die Inverse Kinematik kann auf unterschiedliche Weise geschehen, siehe [1,2]:
o algebraisches Lésen der nichtlinearen Gleichung (3)
o numerisches Ldsen von (3), z.B. mit Newton-Raphson Verfahren
o differentielle Kinematik

Inverse Dynamik (Vorsteuerung, feedforward control)

Mit der Inversen Dynamik wird flr gegebene yq, V4, V4 die dazugehérigen Stellgré3en uy
berechnet. Dazu wird die Bewegungsgleichung (1) algebraisch aufgeldst:

uy = BN (ya) [M(ya, t) - ¥a + K¥a, Yo, ) — 4(Ya, Ya, D] (4)

Sind die Anfangsbedingungen y, = y(t,), ¥, = y(t,) des MKS mit denen der Sollbahnen
va(to), va(to) identisch, die Modellparameter in (4) exakt bekannt und liegen keine exter-
nen Stérungen vor, so folgt das MKS exakt den gewiinschten Trajektorien y bzw. rt¥.

Ruckfuhrender Regler (feedback control)

Da in der Realitat immer Unsicherheiten und Stérungen auftreten ist ein Regler zwingend
notwendig. Eine gute Vorsteuerung tragt den Hauptteil der ,Regelungsarbeit®, der Regler
muss dann nur kleine Fehler ausgleichen. Daher sind hier oft einfache Regler einsetzbar,
z.B. PID-Regler, LQR (Linear Quadratic Regulator), ...

PID-Regler:  u, =P -(yq—y)+D - (q—y) +1- [(yq —y)dt
Hierbei sind P, D, I f x f Diagonalmatrizen mit den Reglerverstarern.

Die Vorsteuerung und der Regler kbnnen weitergehend unabhangig von einander entwor-
fen werden (Reglerstruktur mit zwei Entwurfsfreiheitsgraden).
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Exakte Zustandslinearisierung (feedback linearization)

Eine Alternative zur obigen Regelungsstruktur ist die exakte Linearisierung durch nichtli-
neare Koordinatentransformation und Zustandsrickfuhrung. Dies ist eine auf differential-
geometrischen Konzepten basierende Methode fur allgemeine nichtlineare Systeme, siehe
[3-5]. Die einfachste Anwendung dieses Verfahrens ist die Regelung starrer MKS (compu-
ted torque).

Der Reglerentwurf erfolgt hierbei in den Schritten:

1. Nichtlineare Koordinatentransformation der Systemgleichungen in Koordinaten des
Systemausgangs (Eingangs-Ausgangs-Normalform). Da in der Bewegungsglei-
chung (1) die verallgemeinerten Koordinaten y den Systemausgang bilden, ist (1)
schon in der notwendigen Form.

2. Kompensation der Nichtlinearitaten in der Bewegungsgleichung (1) durch nichtline-
are Zustandsruckfihrung der gemessenen Grof3en y:
u= BN (y)[M(y,t) v+k(yyt) —qlyyt] (5)
Hierbei stellt v einen neuen Systemeingang da.

3. Die Bewegungsgleichung (1) und das ruckfihrende Gesetz (5) liefert ein exakt line-
arisiertes System:

M(y,t) -y + k(y,y,) = q(y,y,t) + B(y) " u¢
= M@y, t)- ¥+ k(y,y,t) = q(y,y,t) + B(y) - B' () [M(y,t) - v+ k(y,y,t) — q(y,y, t)]
I:> y=v (6)
4. Die Gleichung (6) stellt f Ketten von 2 Integratoren da. Diese linearen Subsysteme

kénnen nun Uber den neuen Systemeingang v mit linearen Reglern geregelt wer-
den:

V=Yq+P-(Ya—y)+ Py (ya—y) (7)
Hierbei sind Py, P; f x f Diagonalmatrizen. Setzt man (7) in (6) ergibt sich mit dem
Trajektorienfehler e = y4 —y die Fehlerdynamik:

Fa—V)+P - Ga—y)+P:-(ya—y)=0

) é+P-é+Pyre=0 (8)
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Die Fehlerdynamik (8) sind f entkoppelte Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
6+P-ée+P-e=0 fir i=1(Df (9)

Es ist zu beachten, dass (9) der Schwingungsdiffrentialgleichung eines gedampften
Feder-Masse-Schwingers entspricht. Durch geeignete Wahl der Parameter P,, P; kann
dann eine gewlnschte Dynamik des Trajektorienfehlers erreicht werden.
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Regelung flexibler Mehrkdrpersysteme

Geregelte flexible Mehrkérpersysteme sind typische unteraktuierte Mehrkdrpersysteme, da
weniger StellgroRen u € R™ als verallgemeinerte Koordinaten y € Rf vorliegen (m<f). Im
Allgemeinen haben bei flexiblen MKS die elastischen Koordinaten y, € Rfe keinen oder nur
sehr wenige Stelleingriffe (z.B. durch Piezoaktuatoren).

Bewegungsgleichungen in partitionierter Form:

M M % k 0 B

i el el i # o v v = Lal + [ o @
Verallgemeinerte Koordinaten: y = [y, y.] € Rf mit y, € Rs und y, € Rfe
End-Effektor Position: rff = rff(y.,y.) (2)
Sollbahn: r5F  2-mal stetig differenzierbar

Annahmen flr weitere Betrachtung
o Es liegen so viele StellgroRen wie Starrkorperfreiheitsgrade vor, d.h. u,y,, rtf € R™
o Die StellgroRen u wirken an den Gelenken (typischer elastischer Roboter)

o Das flexible MKS wird mit einem Tangentensystem modelliert, somit wird bei einem Sys-
tem in Baumstruktur B = E und B, = 0.

Vorgehen: Reglerentwurf mit zwei Entwurfsfreiheitsgraden (Vorsteuerung+Regler)
o Vorsteuerung basierend auf starrem MKS fuhrt zu inakzeptablen Schwingungen

o Beim Vorsteuerungsentwurf fur flexible MKS muissen Inverse Kinematik und Inverse
Dynamik im Allgemeinen gemeinsam betrachtet werden, da die nichtlineare Glei-
chung rf¥(ysq,¥eq) = 1§ einerseits unterbestimmt ist und anderseits die Losung
Ys.d Ye,a die Bewegungsgleichung (1) erfillen muss.
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Vorsteuerungsentwurf durch exakte Modellinversion

Ein exaktes inverses Model kann mit denselben differential-geometrischen Anséatzen wie
die exakte Zustandslinearisierung erhalten werden. Hierzu wird die Bewegungsglei-
chung (1) zunachst mittels Koordinatentransformation in Koordinaten des Systemaus-
gangs uberfuhrt. Hieraus lasst sich dann einfach ein inverses Modell ableiten.

1. Definition eines geeigneten Systemausgangs

Zur Vereinfachung der Koordinatentransformation bietet sich bei elastischen Robotern oft
an einen neuen linear kombinierten Systemausgang w =y, + I' - y. mit konstanter Ge-
wichtungsmatrix I' € R™*fe zu definieren. Dieser neue Systemausgang kann als Hilfswinkel
aufgefasst werden.

Beispiel: elastischer 2-Arm Roboter

1, cos(wy) + 1, cos(wy + w)
l; sin(w;) + I, sin(w; + wy)

réf(ys, ye) = ref(w) = (3)



"’ Institut fir Technische und Num. Mechanik Flexible Mehrkorpersysteme
¢ Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard apl. Prof. Dr.-Ing. J. Fehr SS 25 M 29.3

2. Koordinatentransformation

z=¢(x)
x = f(x) mitx = [y, Ye, Vs, Ye]T |:> Z= f(z) mitz = [wW,ye, W, Ye]T

Zur Koordinatentransformation mussen in der Bewegungsgleichung (1) die Starrkorperko-
ordinaten ersetzt werden, d.h.y,=w—-T"'y,,y= ;W—T"-y, undy = (w—T-¥y,.. Nach
Umformung ergibt sich die Bewegungsgleichung in neuen Koordinaten:

M-w=q-k+u @)

(Mee_MsTe'r)'ye=qe_ke_Kee'Ye_Dee'Ye_MsTe'lVl_l(q_i{'l'u) (5)
mit

M= Mss_(Mse_Mss'F)'(Mee_MsTe'F)_l'Mg‘e

qs — (Mse — Mg - F) ’ (Mee - MsTe ’ F)_l (e
ks - (Mse — M, - F) ' (Mee - M;Fe ' F)_l ' (ke + Kee " Ye + Dee - Ye)

=N
Il

3. Inverses Modell

Die Bewegungsgleichungen (4-5) sind nun geeignet, um ein inverses Modell herzuleiten.
Die Solltrajektorien des neuen Ausgangs wy, wy kdnnen mit (3) mittels einer inversen Ki-
nematik bestimmt werden.

Die bendgtigten Stellkréfte folgen dann aus (4)
ug = M(wg,ye) - Wy + K(Wg, Ye, Wg, Ve) — G(Wy, Ve, W, Ve) (6)

Hierbei sind die Trajektorien der elastischen Koordinaten Yy, ,Yy, unbekannt. Mit (5) unter
Verwendung von (6) folgt hierflir die Differentialgleichung

(Mee_MsTe'r)'ye=qe_ke_Kee'Ye_Dee'Ye_Mge'Wd (7)
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Simulationsergebnisse
Trajektorienfehler fur elastischen 2-arm Roboter
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Bild 1: Vorsteuerung basierend auf starrem Modell
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Bild 2: Exakt inverses Modell (instabile interne Dynamik, I6sen eines Randwertproblems
notwendig)
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Bild 3: Optimiertes inverses Modell (stabile interne Dynamik, |Idsen durch Zeitintegration
maoglich)
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Stof3 Stahlkugel-Aluminiumstab: 20 Messung mit LDV
(Kugel: r=15mm, Stab: r=10mm, [=1000mm)
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Herztsches Kontaktgesetz
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Formelzeichen Erkldrung

f Anzahl der Freiheitsgrade (FHG)

p Anzahl der Koérper

q Anzahl der Bindungen

I'xi, I'yi, I'yi translatorischen Koordinaten

ai, Bi, Vi rotatorische Koordinaten

Ii Ortsvektor (translatorischen Koordinaten)

Si Drehmatrix (rotatorische Koordinaten)

Xi redundante Koordinaten

y Minimalkoordinaten / Verallgemeinerten Koordinaten
q Zahl der voneinander unabhdngigen Bindungen

b Anzahl Bindungen

Cr Bindungen /Zwangsbindungen

C Bindungsmatrix

Ki Korper

m Masse

f’ Reaktionskrifte

17 Reaktionsmomente

fe eingeprigte Krifte

1 eingepragte Momente

Ii Tragheitstensor

ai Absolutbeschleunigung des Schwerpunkts

Wi absolute Winkelgeschwindigkeit

W absolute Winekgeschwindigkeit als Matrix ,Rosselsprung”
Qi absolute Winkelbeschleunigung

t Zeit

Osi virtuellen Verdrehungen

ori virtuellen Verschiebungen

0 Differentialoperator bei festgehaltener Zeit t

A Lagrange Multiplikation

oW’ virtuelle Arbeit der Reaktionskrafte und -Momente
OP’ virtuelle Leistung der Reaktionskrafte und -Momente
Ovi, Swi virtuelle Geschwindigkeiten

Jri Jacobi-Matix der Translation

Jri Jacobi-Matrix der Rotation

\7 lokale Geschwindigkeit (Translation)

W lokale Geschwindigkeit (Rotation)

3; lokale Beschleunigung (Translation)

o lokale Beschleunigung (Rotation)

M Massenmatrix

k Vektor der verallgemeinerten Zentrifugal-, Kreisel und

Corioliskrafte




verallgemeinerten eingepragten Krafte

Zustandsvektor

verallgemeinerte Geschwindigkeit

N| N |2

Kinematik Matrix

L Jacobi-Matrix der Translationsgeschwindigkeit

Lri Jacobi-Matrix der Rotationsgeschwindigkeit

N¢ Anzahl SchleifenschliefSbedingungen

E Einheitsmatrix

J Jacobi Matrix auf Beschleunigungsebene

Y

qi verallgemeinerte Corioliskrifte

qi verallgemeinerte eingeprafte Krafte

qi verallgemeinerte Reaktionskrafte

@i Xi Ui Euler Winkel

f Funktion

h Zeitschritt

S Stiitzstellen

f geometrische Bewegungsrichtungen

k Bewegungsrichtungen

aj gesperrte Richtungen

A Matrix der gesperrten Richtungen

8i freie Geschwindigkeiten

G Matrix der freien Geschwindigkeiten

r Radius

Pp Fluss

D Differentialoperator

A; Lagednderung?

P Punkt

R Referenzposition

u Verschiebungsvektor

Qo Referenzkonfiguration

Q aktuelle Konfiguration

G Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor

F Deformationsgradient

AF Verschiebungsgradient

&ijj linearer Verzerrungstensor

G unabhingige Eintrage der Green-Lagrangeschen
Verzerrungstensor

g unabhéngige Eintrage des linearisierten Verzerrungstensor

L, Matrix Differentialoperatoren ? linearer Operator

Ly Matrix Differentialoperatoren ?




df

da

o Spannungsvektor

n Orientierung der Schnittflache

T Cauchy Spannungstensor

dA

N Normalenrichtung

Py 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor

P, 2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor (symetrische
Modifikation)

P, 2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor (symetrische
Modifikation) zusammengefasst

H Lamé-Konstante

A Lamé-Konstante

E Elastizitatsmodul

v Poissonzahl

C Tensor zweiter Stufe (Bindungsmatrix)

Po Dichte der Referenzkonfiguration

p Dichte der aktuellen Konfiguration

b Volumenkrafte

u Verschiebungsrandbedingung

p Spannungsrandbedingung (Oberflaichenspannung)

W virtuelle Arbeit der Trigheitskrafte

8W; virtuelle Arbeit der inneren Krifte

oW, virtuelle Arbeit der eingepragten Volumen und
Oberflachenkrifte

8G virtuelle Verzerrungen

Su virtuelle Verschiebungen

b

N/ Matrix der Ansatz-/ und Formfunktionen

q Knotenpunktverschiebung (zeitabhdngig)

B Verzerrungsmatrix (Differentiation von NJ)

K Steifigkeitsmatrix

F Krafte der Streckenlast und Randlasten

w' Neigung

w Durchbiegung

Ex Dehnung

Wi, ¢ virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte beziiglich der
Translation?

Wi r virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte beziiglich der Rotation?

I Flichentragheitsmoment

Ci

Integrationskonstanten




Lange

> |

Flache

Qu unbekannte Verschiebungen

dv bekannte Verschiebungen aus Bindungen

D viskoser Dampfung

r(q) Vektoren der Knotenkrafte, welche aus den
Elementspannungen folgen

f Kraftvektor
Positionsvektor in der definierten Konfiguration

X Positionsvektor in der undefinierten Konfiguration

Py polynomiale Basis (ANCF)

Ak zeitabhdngige Polynomkoeffizienten

F Vektor der dufderen Krafte und Momente

8We s Virtuelle Arbeit der eingepragten Einzelkrafte

8We b Virtuelle Arbeit der eingepragten Volumenkrifte

e' Elementkoordinaten

B! Boolsche Matrix

€ verallg. Koordinaten des flexiblen Koérpers

K Inertialsystem

Kr bewegtes Referenzsystem

Sir orthogonale Transformationsmatrix

Dp globale Ansatzfunktion fiir elastische Verbindungen

q elastische Koordinaten

Skp konstanter Anteil der Transformationsmatrix

Op Transformation abhangig von elastischen Koordinaten
zwischen elastischen Rotationen

9p Drehvektor

¥p Ansatzfunktionen fiir elastische Rotation

Trp

Trp

Tre

Ckp

Crp

Zy, Z11, Zin

Bir Orientierung des Referenzsystems

M, Massenmatrix aus elastischen Anteilen

C., C, Kopplungsterme (Referenzbewegung mit elast.
Koordinaten)

h,, Vektor der Zentrifugal- und Coriolis-Krafte (kann in den

translatorischen, rotatorischen Anteil und einen Anteil aus
elastischen Koordinaten aufgeteilt werden)

Ge




Ke

l_(e

Ny

N,

SWe Virtuelle Arbeit der inneren Krafte

h, Vektor der inneren Krafte

W, Virtuelle Arbeit der Oberflachenkrifte
(Oberflachenspannung)

h, Vektor der Oberflachenkrafte (Oberflichenspannung)

oWy Virtuelle Arbeit der Oberflachenkrafte
(Einzelkrafte/Momente)

hqy Vektor der Oberflachenkrifte (Einzelkriafte/Momente)

Wy, Virtuelle Arbeit der Volumenkréfte

hy, Vektor der Volumenkrafte

h, Vektor der Krifte eines freien Kérpers?

b Gravitation

D; Eigenform

di modale Koordinaten

\ Projektionsmatrix

?,¥P reduzierte globale Ansatzfunktionen

£ Residuum

€ Fehler

W

¢ Eigenvektor

H Ubertragungsfunktion

TjSk Momente (Krylor-Unterrdume)

§ s — sk (Krylor-Unterrdume)

P Gramsche Steuerbarkeitsmatrix

Q Gramsche Beobachtbarkeitsmatrix

A, By, C, D Parameter vom LTi-System

Ok Hankelsingularwert

Ay Eigenwerte

H, Fehler des reduzierten Systems

Qi Verteilungsmatrix der Reaktionskrafte

Ps Anzahl der starren Korper

Pe Anzahl der elastischen Korper

Vi lokale Geschwindigkeit (starre und elastische Koérper)

Bi lokale Beschleunigung (starre und elastische Korper)

JEi Jacobimatix der elastischen Deformation

) Spannung am Punkt (Knoten) P




(@)

Materialmatrix
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Neweul-M?

Simulation of Multibody Systems using Neweul-M?

When analyzing, simulating and optimizing multibody systems, it is often advantageous to
have the equations of motion in symbolic form. While for small systems, the derivation of
the equations of motion can be done easily by hand, it can get very hard to do so for more
sophisticated systems with several degrees of freedom. Therefore, the software Neweul-
M2 has been developed at the Institute of Engineering and Computational Mechanics. It is
based on Matlab's Symbolic Toolbox which allows symbolic algebraic computations within
Matlab. Neweul-M? is able to derive the symbolic equations of motion of tree-structured
holonomic rigid and flexible multibody systems automatically. Further, a symbolic lineariza-
tion of the equations of motion with respect to an arbitrary symbolic reference motion is
provided, which can be helpful for the analysis and optimization of vibration problems. For
the Matlab-based simulation of multibody systems, various functions for the numerical
evaluation of the nonlinear and linearized equations of motions and kinematic properties
are provided. The equations of motion can also be easily exported to Simulink.

Getting Started: Step-by-Step
A detailed description of Neweul-M? can be found in the Institute-Wiki:

www.ltm.uni-stuttgart.de/itmwiki/index.php/Neweulm?2

To make the entrance easier a step-by-step documentation has been created. For most
users the best way to call Neweul-M? is to use the server version. In order to make all
Neweul-M? functions available in Matlab you have to type:

addpath (genpath ('/home/itm/itmsw/neweulm2/currentVersion/neweulm2/"'));

You can add this line to the file ~/matlab/startup.m which is executed at each start of
Matlab. When using the server version you can store the model folders with your input or
simulation data and all the routines stay on the server.

The best way getting started with Neweul-M? is to copy the examples folder to your ac-
count or a scratch partition on your PC by entering the following command:

cp -r /home/itm/itmsw/neweulm?2/currentVersion/examples/

By this you will get three examples, two for input files and one for the graphic user inter-
face (GUI). In the folder sandbox/ you will find a file called Readme.txt giving you an ex-
planation on how to get started. To start the GUI, please call the file link_neweulm2.m in
Matlab, which you find in the sandbox/ folder. An additional example of a flexible multibody
system can be found under:

cp -r /home/itm/itmsw/neweulm2/models/presentation elastic/
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Symbolical and Numerical calculations

Neweul-M? calculates the equations of motion symbolically. This means it uses names like
m1 for the parameters and not numbers 5 [kg] to set up the equations. This has several
advantages, allowing the user to read and understand the expressions and allowing an
explicit formulation. Also you can change values without recalculating the equations of mo-
tion. As not everything can be done symbolically (e.g. SID-file), the numbers come in at
some point in the simulation. But always when you have two uses (symbolic and numeric)
of the same things, there are some problems. To keep these as small as possible the
complete data is stored in two ways simultaneously:

o the symbolic expressions are stored in the structure sys, available in the work-
space.

« files containing source code, which will evaluate numerical values.

Even if you only want the files to calculate numerical values, it might be good to save the
system after modelling. When doing so in the menu of the GUI, it will save the figure and
the data structure containing the symbolic expressions. The advantage is that you can
load the data structure, change something and recreate the files. If you forgot to save be-
fore closing or the program crashed, you can still hope for the autosave. Every few
minutes, your system is saved automatically to examples/sandbox/autosave.mat. In this
case you should make a copy of the autosave files, otherwise they might be overwritten,
and the next time you do anything in Neweul-M?.

Structure of the Software

The software consists of two main parts, one for the definition of the system and the deri-
vation of the equations of motion, the other one provides functions for the numerical analy-
sis, simulation and optimization of multibody systems. All files building the software are
stored in a directory called Neweul-M?, the modelspecific data is stored to a separate
model directory. It contains all files being necessary for the system's definition and per-
forming simulations.

File / Directory |Contents of each model folder

Directory containing functions for numerical evaluation of the equa-

sysFunctions/ tions of motion

Directory containing functions for numerical evaluation of user de-

userFunctions/ . : ) .
fined time-variant variables

defineGraphics.m | Definition of graphical representation of bodies

initOpt.m Script for initializing parameter optimizations

setUserVar.m

. Definition of constant user-defined variables
(optional)

startSysDef.m Script for system definition and derivation of equations of motion

sys.fig (optional) |Graphical representation of system for animation

sys.mat (optional) | Stored system data structure
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sysDef.m System definition

Before running simulations, the system has to be defined and the equations of motion
have to be derived. All necessary steps for this are summarized in the script startSysDef.

Call Action

sysDef Definition of multibody system

calcEgMotNonLin| Derivation of nonlinear equations of motion

Generation of matlab-functions for numerical evaluation of nonlinear

writeMbsNonLin equations of motion (stored in sysFunctions/)

calcEgMotLin Linearisation of equations of motion

Generation of Matlab-functions for numerical evaluation of linearised

writeMbsLin . ;
equations of motion

setUserVar Assigning numerical values to userdefined variables

defineGraphics | User-defined script defining all shapes in the animation window

save Storing model data structure in sys.mat

After these steps the system will be fully defined and ready for simulations. Neweul-M?
offers a few possibilities to perform simulations and analysis of the system.

Call Action

Perform a sensitivity analysis or parameter optimization of the sys-
newOpt tem. There are several methods available to formulate the criterion
and to calculate sensitivities. Options can be set in initOpt.m.

Perform a kinematic analysis, prescribing a function for every inde-
runKiAn pendent generalized coordinate. Options and parameters are set in
the same file.

Perform a modal analysis of the linearized system. Options and pa-

runModalAnalysis : )
rameters are set in the same file.

Run a time integration of the equations of motion. Options and pa-

runTimelnt ) ;
rameters are set in the same file.
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Graphical User Interface

A graphic user interface (GUI) can be found in neweulm2/gui/, which has been created
with the Matlab GUI layout editor guide. It is created not independently but as a front-end
to the existing version, which is controlled with input files. Therefore, it calls the same func-
tions for the actual modeling and simulation. It is started by calling new-
eulm?2/gui/startneweulm2.m or by typing neweulm2 directly. The file exam-
ples/sandbox/link neweulm2.mis a link which can be used to start the GUI as well.
If still this is not convenient for you, you can call the function writeneweulm2link.m
after starting the GUI. This will create a file also called 1ink neweulm2.m, but this time
with the absolute path stored inside, therefore able to start the GUI from any given folder.
Many of the input files can be created from the GUI under the menu entry Export System
to ensure compatibility in both ways. Using the command neweulm2 you can switch
seamlessly between input files and graphical user interface.
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