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Modellreduktion

Die Modellreduktion linearer Systeme ist heutzutage ein wichtiges Werkzeug zur effizien-
ten Simulation komplexer technischer Systeme, siehe [1]. Sie findet Anwendung in der
System- und Regelungstechnik, der Mikrosystemtechnik, der Elektrodynamik und der Me-
chanik. Dabei sollen die reduzierten Modelle die relevanten Eigenschaften sowie das Ein-/
Ausgangsverhalten der Originalsysteme fir grof3e Parameterbereiche moglichst gut und
mit vorgegebener Fehlergiite annahern.

Eine schone Einleitung zur Modellreduktion ist auch in Antoulas: ,Approximation of Large-
Scale Dynamical Systems* [2] (Standardwerk zur Modellreduktion) zu finden.

In der angewandten Mathematik wurde in den letzten Jahren eine Reihe von neuen Mo-
dellreduktionsansatzen neben den traditionellen modalen Anséatzen entwickelt. In [2, 3, 4]
wird ein guter Einblick in den aktuellen Stand der Forschung und die Zielrichtung zukunfti-
ger Entwicklungen gegeben.

Prinzipiell gibt es drei Kategorien von Reduktionsverfahren, die relevant fur die Modellre-

duktion elastischer Korper sind: modale Reduktionsverfahren, auf Gramschen Matrizen
basierende Verfahren und Krylov-Unterraummethoden, siehe z.B. [5].

Mathematisches Schliisselkonzept der Modelreduktion ist Projektion

Eine Matrix P e R™f wird Projektor auf den Unterraum V € Rf genannt, wenn
im(P) =7V und P? = P.

Daraus folgt, dass q € R geschrieben werden kann als
q=P-q+(I-P)-q.
Dies erlaubt uns, den Unterraum R in zwei Unterraume
Rf = span(V + W),
mit im(P) =V und kern(I — P) = W, aufzuteilen.

Der Projektor P projiziert auf V parallel zu W.

re

Projektion eines Punktes aus R? in R?
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Bei zwei Basen

V = [vq,Vy, ..., V], span(V) =V,
W = [wy, Wy, ..., W, ], span(W) =W

ist der Projektor P =V - (WT-V)~1-WT,

Vereinfachungen:
Biorthogonale Basen Wl-.v=1 = P=V-WT
Orthogonale Projektion P=PT = P=V-(VT-v)"1.yT
Orthogonale Projektion mit orthogonaler Basis VI-v=1 = P=V-VT

Aufgabe von Modellreduktionsverfahren:

Bestimmen der Matrizen V. und W.

Verwendung des Systemgedankens fur die Modellreduktion elastischer Kdrper:

Elastischer Kérper wird als System betrachtet.

M.
Verschiebungen der Knoten sind
Ausginge des MIMO-Systems F
Krifte und Momente an freigeschnittenen
Knoten sind Eingénge fiir das System

Krafte (Systemeingange) F=B-u(t)
Verschiebungen (Systemausgange) y(t) =C-q(t)

Elastische Korper kbnnen als MIMO-System 2. Ordnung geschrieben werden

M-§+K-q=B-u
y=C-q

Idee: Betrachtung des MIMO Systems 2. Ordnung als Ausgangspunkt fur Modellredukti-
onsverfahren - Reduktion durch Petrov-Galerkin Projektion

WI-M-v-q+WT-K-V-gq=WT-B-u
M K

7=CVq

C
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Verwendung von Reduktionsverfahren aus Systemtheorie und Regelungstechnik

Werkzeuge:

e Laplace-Transformation in den komplexen s-Raum

LEEO)} = F(s) = f " et dt

0

e Laplace-Transformation des MIMO-Systems bei q(0) = 0

(s?M +K) - Q(s) = B- U(s)
Y(s) = C-Q(s)

Wobei U(s) und Y(s) die Laplace-Transformierten des Eingangs und des Ausgangs
sind

e Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangsvektor wird Ubertragungsmatrix
H(s) genannt

Y(s) =H(s) -U(s) —» H(s) =C-(s?M+K)"!-B

e Ubertragungsfunktion )
Regelungstechnik: Evaluierung der Ubertragungsmatrix auf der imaginaren Achse

s =i2nf

I H(iw) j | = Verschiebung/Verformung an Ausgang j wenn das System an Ein-
gang k mit Einheitsamplitude und der Frequenz w = 2nf angeregt wird
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Norm der Ubertragungsfunktion eines Fliehkraftpendels
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Fehlerglte von reduzierten Modellen

e(t) =qt) —V-qt) Fehler in Zustandskoordinaten
E(s) = Q(s) —V-Q(s) Fehlerim Zustandsraum

e Ausgangsfehler

eo(t) = C-e(t) =y(t) -yt B
Eo(s) = Y(s) — Y(s) = C(s) - Q(s) — C(s) - Q(s)
=C-(Q()=V-Q(s)) = C-E(s)

e Fehlersystem

Hi(s) = H(s) —H(s)
Y(s) = H(s) - U(s) und Y(s) = H(s) - U(s)

eingefligt kann der Ausgangsfehler als
Eo(s) = H(s) - U(s) — H(s) - U(s) = Hg(s) - U(s)
geschrieben werden.
Ublicherweise wird der Fehler in der H,,- bzw. £,-Norm gemessen.

| Hu ”Lg(i R)

Il H ll;,,= sup = sup . I H(®) Il

u#0
” u ”LIZJ(I R)

Il H i3, = <%Jmtrace(H(i w) -HHG w))doo)E

_ <21f:u H(i w) 112 dwf

Haufig erfolgt eine Normierung des Fehlers durch die Norm des Originalsystems |l H liz/,.
Diese Fehler werden relative Fehler genannt

| Hg(i27tf) I,
I HGi2mf) Il,

| Hg(i27tf) ¢

() = I HG2m) 17

el (f) =
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