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Kinetik eines freien elastischen Körpers 
 
D’Alembertsche Prinzip in Referenzkonfiguration 
 

∫ ρ0𝐚IP ∙ δ𝐫IP dV + ∫ 𝐆̂ ∙ 𝐂̂ ∙ δ𝐆̂ dV − ∫ 𝐩̅ ∙ δ𝐫IP dA −Γq0Ω0Ω0
∫ ρ0𝐛 ∙ δ𝐫IP dV = 0Ω0

 

 
 
 
 

mit der virtuellen Verrückung δ𝐫IP = 𝐓RP
t ∙ δ𝐳I 

 
 
Virtuelle Arbeit der Trägheitskräfte 
 

δWm = (∫(𝐓RP
t )T ∙ 𝐓RP

t dm ∙ 𝐳III + ∫(𝐓RP
t )T ∙ 𝛓RP

t  dm

Ω0Ω0

) ∙ δ𝐳I = (𝐌 ∙ 𝐳III + 𝐡ω) ∙ δ𝐳I 

 
 
Dabei ist ρ0dV = dm berücksichtigt. Es ergeben sich hieraus die Massenmatrix 

𝐌 = 𝐌T > 0 und der Vektor der Zentrifugal- und Coriolis-Kräfte 𝐡ω. 
 
Massenmatrix:  

𝐌 = ∫ [

𝐄
−𝐫̃RP

T

𝚽P
T
] ∙ [𝐄 −𝐫̃RP 𝚽P]dm = [

m𝐄 m𝐜̃T 𝐂t
T

m𝐜̃ 𝐈 𝐂r
T

𝐂t 𝐂r 𝐌e

]

Ω0

 

 
 

Masse des Körpers:  m𝐄 = ∫ 𝐄dm
Ω0

 

 

Trägheitstensor:  𝐈 = 𝐈(𝐪) = ∫ 𝐫̃RP ∙ 𝐫̃RP
T  dm

Ω0
 

 

Schwerpunktlage:  𝐜 = 𝐜(𝐪) =
1

m
∫ 𝐫RP dmΩ0

 

 
Massenmatrix aus 

elastischem Anteil:   𝐌e = ∫ 𝚽P
T ∙ 𝚽P dmΩ0

 

 

Kopplungsterme:  𝐂t = ∫ 𝚽P
T dm

Ω0
 

 

     𝐂r = 𝐂r(𝐪) = ∫ 𝚽P
T ∙ 𝐫̃RP

T  dm
Ω0

 

 
  

δWm δWb δWp δWe 
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Vektor der Zentrifugal- und Coriolis-Kräfte 
 

𝐡ω = ∫ [

𝐄
−𝐫̃RP

T

𝚽RP
T
] ∙ (𝛚̃IR ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝐫RP + 2𝛚̃IR ∙ 𝐫̇RP) dm = [

𝐡ωt
𝐡ωr
𝐡ωe

]

Ω0

 

 
 
Hierbei ist es sinnvoll die elastischen Anteile von der Referenzbewegung zu trennen. 
 
translatorischer Anteil:  
 

𝐡ωt = ∫ 𝛚̃IR ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝐫RP + 2𝛚̃IR ∙ 𝐫̇RP dm

Ω0

 

        = m 𝛚̃IR ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝐜 + 2m 𝛚̃IR ∙ 𝐜̇  
 
 
rotatorischer Anteil: 
 

𝐡ωr = − ∫ 𝐫̃RP
T ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝐫RP + 2𝐫̃RP

T ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝐫̇RP dm

Ω0

 

         = ∫ 𝛚̃IR ∙ 𝐫̃RP ∙ 𝐫̃RP
T ∙ 𝛚IR + 2 𝐫̃RP ∙ 𝐫̇̃RP

T ∙ 𝛚IR dm

Ω0

 

         = 𝛚̃IR ∙ 𝐈 ∙ 𝛚IR + 𝐆r ∙ 𝛚IR 
 
 

mit 𝐆r = 𝐆r(𝐪, 𝐪̇) = 2∫ 𝐫̃RP ∙ 𝐫̇̃RP
T  dm

Ω0
 

 
 
Anteil aus elastischen Koordinaten: 
 

𝐡ωe = ∫ 𝚽P
T ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝐫RP + 2𝚽P

T ∙ 𝛚̃IR ∙ 𝐫̇RP dm

Ω0

 

       = [

𝛚IR
T ∙ 𝐎e

1 ∙ 𝛚IR
⋮

𝛚IR
T ∙ 𝐎e

nq ∙ 𝛚IR

] + 𝐆e ∙ 𝛚IR 

 

mit  𝐆e = 𝐆e(𝐪̇) = 2∫ 𝚽P
T ∙ 𝐫̇̃RP

T  dm
Ω0

 

 
 

und  𝐎e
k = 𝐎e

k(q) = ∫ 𝚽̃P
∗k ∙ 𝐫̃RP dmΩ0

,  wobei 𝚽P
∗k die k-te Ansatzfunktion ist 
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Virtuelle Arbeit der inneren Kräfte  
 

δWe = ∫ 𝐆̂ ⋅ 𝐂̂ ⋅ δ𝐆̂ dV
Ω0

= [
𝟎
𝟎

𝐊e𝐪e + 𝐊̅e(𝐪e)𝐪e

]
⏟            

𝐡e

⋅ δ𝐳I mit  

 
 

𝐆̂ = 𝐋L𝚽P ⋅ 𝐪e +
1

2
𝐋N(𝚽P𝐪e)𝚽P ⋅ 𝐪e = 𝐁L ⋅ 𝐪e +

1

2
𝐁N(𝐪e) ⋅ 𝐪e, 

 
𝐊e = ∫ 𝐁L

T ⋅ 𝐂̂ ⋅ 𝐁L dVΩ0
 und   

 

𝐊̅e(𝐪e) = ∫(𝐁N
T(𝐪e) ⋅ 𝐂̂ ⋅ 𝐁L +

1

2
(𝐁L + 𝐁N(𝐪e))

T
⋅ 𝐂̂ ⋅ 𝐁N(𝐪e))dV

Ω0

 

 
Virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte  
 
aus Oberflächenspannungen 𝐩̅ 
 

δWp = ∫ [

𝐄
𝐫̃RP
𝚽P
T
] ∙ 𝐩̅ dA ∙ δ𝐳IΓq0

  

 
 
 
aus Einzelkräften/Momenten 𝐟Pk , 𝐈Pk angreifend am Punkt Pk  

 

δWd = ∑ ([

𝐄
𝐫̃RPk
𝚽Pk
T
] ∙ 𝐟Pk + [

𝟎
𝐄
𝚿Pk
T
] ∙ 𝐈Pk) ∙ δ𝐳I

nk
k=1   

 
 
 
Virtuelle Arbeit der Volumenkräfte  
 

δWb = ∫ [

𝐄
𝐫̃RP
𝚽P
T
] ∙ 𝐛 dm ∙ δ𝐳IΩ0

  bei Gravitation 𝐛 = 𝐒IP
T ∙ 𝐠 

 
 
Bewegungsgleichungen eines freien Körpers 
 

(𝐌 ∙ 𝐳III + 𝐡ω + 𝐡e − 𝐡p − 𝐡d − 𝐡b) ∙ δ𝐳I = 0, ∀δ𝐳I  

 
𝐌 ∙ 𝐳III = −𝐡ω − 𝐡e + 𝐡p + 𝐡d + 𝐡b  

 
 

𝐡p 

𝐡d 

𝐡b 

𝐡a 


