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Finite Elemente: Schubstarres Balkenelement

Im Gegensatz zu Kontinuumselementen liegen bei so genannten Strukturelementen
weitere Modellannahmen zu Grunde. Typische Beispiele sind hierbei Balken-, Platten- und
Schalenelemente. Im Weiteren wird ein schubstarres Balkenelement betrachtet, welches
auf der Euler-Bernoulli Balkentheorie beruht. Hierbei wird angenommen, dass die
Querschnitte eben bleiben und senkrecht auf der Biegelinie stehen. Mit diesen Annahmen
ergeben sich Elemente deren Knoten neben Verschiebungsfreiheitsgraden auch
Rotationsfreiheitsgrade besitzen.
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Annahmen und Beziehungen

Neigung w' = —tan 3, fur kleine B gilt tan § = 8 und somit w’ = —§
" . ’ dw
Langsverschiebungu =z =—-zw' = -z =
. . du d?w "
Dehnung in x-Richtung g, = "= Zga = TIW

Einachsiger Spannungszustand mit Hookschem Gesetz 6, = Ee, = —Ezw"

Verwendete Konventionen am betrachteten Balkenelement
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Das D’Alembertsche Prinzip fur den betrachteten Euler-Bernoulli Balken lautet dann

pA fOL Sw W dx + ply fOL Sw'w'dx + EI, fOL Sw"w' dx = fOL 8us, dx + F;8w; + F,8w, — M;8w; — M,8w}
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Hierbei ist z.B.

n n L n 144 L 144 144
§W; = fﬂo 8e,0,dV = fQOZZE Sw'w"dV =E [, z*dA [ Sw"w"dx =El, [ sw"w"dx

Ansatzfunktionen fur Balkenelemente

Die Ansatzfunktionen fir Balkenelemente in der FEM kdnnen aus der Losung der
Differentialgleichung der Biegelinie gewonnen werden.

Ew!lV =0
Elw" = ¢,
EIw" = ¢, + ;%

1
Elw' =c3 + cox + Eclxz

1 1
Elw = ¢, + c3x + Eczxz + gc1x3

Uber die Randbedingungen konnen die Integrationskonstanten c; bis c, bestimmt werden

Knoten O@: w(0) = %cél, =w; =c, = Elw;
4 1 !
W(O):EIC3 wy; = —f4 = c¢3 = —EIB;
L2 L3
Knoten @ W(L) = W1 —_ LBl + ECZ + acl = WZ
LZ
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durch Umformungen folgen
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Einsetzen der Integrationskonstanten in w(x) und Umformen fuhrt zu
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Element-Massenmatrix (hier Vernachlassigung der rotatorischen Anteile)

Aus der virtuellen Arbeit der Tragheitskrafte folgt

8Wpy = pA [, 8w dx = pA ['5q-NTN- G dx = 8- pA [ N"Ndx-§ =89 M- §

und die Massenmatrix lautet somit

N;N; N;N; N;jN; N;N, 156 —22L 54  13L
M=pAfL N2N;  NpN; NpN3 N3N, dX:&—ZZL 412 -13L -31?2
o [N3N; N3N, N3N; N3N, a20| 54 —13L 156 22L

N4N; N4N, NyN; NN, 13L  —-3L%2 22L 412

Element-Steifigkeitsmatrix

2 2
Aus der virtuellen Arbeit der inneren Kréfte folgt mit w"' = dw_L\N. q=B-q

x2 dx?

W, = EI, ["6w"w"dx = El, ['5q-BTB- qdx = 8q-El, [ 'B™Bdx-q=6q-K-q

Mit den hergeleiteten Ansatzfunktionen N ist

d2 12x 6 6x |, 4 12x 6 6x 2
B=wN=lw v "efi "=tE "ty =B B B B
und die Steifigkeitsmatrix lautet somit
BB, B;B, B:B3 BB, 12 —-6L —-12 -6L

_ Lot _ L(B2B; B;B; B;B; BB, _Ey|—-6L 412 6L 27
K=El, [/B'Bdx=ElL ['|ps g5 pp BB, 3|-12 6L 12 6L
B,B, B,B, B,B; B,B, —6L 212 6L 412



