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Kontinuumsmechanische Grundlagen

Kinematik

Die Bewegung eines Kdrpers K wird durch die Bewegung seiner materiellen Punkte P be-
schrieben.

Referenzkonfiguration 2

aktuelle Konfiguration €2

erschiebungsvektpr

R = I'(t())

Referenzposition r(t) = R+ u(R,t)

aktuelle Position

Die Verschiebung u(R, t) enthalt Anteile aus der Starrkdrperbewegung und der Verfor-
mung des Korpers.

Die Verformungen kénnen mit dem Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor beschrieben

werden: G= %(FTF —E) mit G =GT
Deformationsgradient: F = % , 1,j=123
]
Verschiebungsgradient: AF = %
]
Somit folgt

AF =F—E - F =E + AF
und es ergibt sich

_1 T T o= 10w | 0v | Oux duk
G=> (AF + AF" + AF " AF) bzw. G;; = > (aRj + R, + Ty OR]->'
Bei Annahme kleiner Verschiebungen % « 1 konnen in G die nichtlinearen Terme ver-
]

nachlassigt werden. Des Weiteren sind die Ableitungen % und % aquivalent.
] )

. 1 (0u; du; .
Daraus folgt der lineare Verzerrungstensor g;; = — (a—‘;‘ + a—r’) mit € = 7.
j i
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Beziehungen zwischen Verzerrungen und Verschiebungen

Die unabhéngigen Eintrage des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors G und des li-

nearisierten Verzerrungstensors € lassen sich zusammenfassen:

az[G'11 Gzz G33 2G12 2G23 2G13]

€=[g11 &2 €33 285 283 2&3]

Definition von Differentialoperatoren mit 9; = 9

R;
d; 0 07 dquq 04 dqu, 04 d,us 0,
0 o9, O d,u, 0, d,u, 0, d,u; 0,
L = 0 0 o053 Ly (u) = dsuy 053 dsu, 03 dsuz 03
d, 94 O N dquy 0, +0,u;0; 0quy0,+0,u,0; 0quz0, +0d,u30,
0 Jd; 0, d,uy 03 +03u;0, 0yuyd;+0d3u, 0, 0yu3z03 + 03u30,
0; 0 04 [J3u, 04 + 0quy 03 0J3u, 04 +0quy, 03 0dzuz0q + 0qu303]

Es ergibt sich die Beziehung zwischen den Verzerrungen und Verschiebungen
~ 1
G=LL-u+§LN(u)-u

'€=LL-u

und den Verzerrungs- und Verschiebungsgeschwindigkeiten
2 1,.
G=LL-u+§(LN(u)-u+LN(u)-l’1) =L, -u+Ly(u)-u

éZLLu
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Spannungsmalie

Schnittebene

Spannungsvektor

€1
Der Spannungsvektor hangt von der Orientierung n der Schnittflache ab.
c=n-T=T-n

wobei T den Cauchy Spannungstensor bezeichnet.

Oft ist die Betrachtung eines Elements dA und der Normalenrichtung N in Referenzkonfi-
guration sinnvoll.

— 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
P, =det(F) T-FT

— 2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor (symmetrische Modifikation)

P,=F'!.P,=det(F)F*-T-FT

Die Eintrage des Spannungstensors lassen sich wiederum zusammenfassen zu

P,=[Py11 P2z Pr3z Priz Poaz Paus).
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Konstitutive Gleichungen

e beschreiben den Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verformungszustand

e nur bestimmte Kombinationen aus Spannungs- und Verzerrungsmaf3en sinnvoll

Fir homogenes elastisches Materialverhalten kann mit dem Green-Lagrange Verzerrungs-
tensor G und dem 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor P, allgemein die konstitutive

Gleichung P, = P,(G) formuliert werden.
Weitere Annahmen:

e isotropes Materialverhalten

e kleine Verzerrung (Linearisierung des Stoffgesetzes)
Es folgt das Stoffgesetz
P, =2u G+ A Spur(G)-E=C: G,
mit den Lamé-Konstanten

_ E = Ev
=20 +v) “ A+ -2v)

und dem Elastizitatsmodul E und der Poissonzahl v.
C ist ein Tensor vierter Stufe

Cijrs = ATy Trs + 1(Tir Ts + TisTjr)-

Das Stoffgesetz kann auch als P, = C - G geschrieben werden.
Dabei ist
1—v Y Y
\Y 1—-v \Y 0
Y Y 1—-v
C=— 8 v 0 0
(14v)(1-2v) 2 .
0 0 -—V 0
2
0 0 =—v
2



