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Nichtholonome Bindungen 
 

Geometrische Bindungen: 

 

Beziehung zwischen Lagegrößen 
reduziert Freiheitsgrad der Lage und der Geschwindigkeit 
Annahme:  

alle geometrischen Bindungen sind im Lagevektor enthalten: y = (y1, … yf) ∈ ℝf̅ 
 

Kinematische Bindungen: 

 

Beziehung zwischen Geschwindigkeitsgrößen 
reduziert zunächst nur Freiheitsgrad der Geschwindigkeit 
 
implizit: Beschreibung der Einschränkung von k Bewegungsrichtungen 
 

 A ∙ ẏ = [
a1

T(y)
⋮

ak
T(y)

] ∙ [
ẏ1

⋮
ẏf̅

] = 0 

 
 

explizit: Beschreibung der f̅ − k freien Bewegungsrichtungen 
 

 ẏ = G ∙ z = [g1(y) … g f̅−k(y)] ∙ [

z1

⋮
zf̅−k

] 

 
Zusammenhang: A ∙ ẏ = A ∙ G ∙ z = 0,   ∀z ⇒ A ∙ G = 0 

 
Beispiel: rollendes Rad 
 

f̅ = 4, y = (xs, ys, ϕ, γ) 
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Integrierbarkeit kinematischer Bindungen: 
 
einzelne Bindung: 

a1(y) ∙ ẏ = 0, und ẏ = G ∙ z = [g1(y) … g f̅−k(y)] ∙ [

z1

⋮
zf̅−k

] 

Eine kinematische Bindung ist integrierbar, falls eine entsprechende geometrische 
Bindung existiert: 

c(y) = 0 ⇒ ċ = [
∂c

∂y1
…

∂c

∂yf̅
] ∙ ẏ = 0  

 
 

a1(y) ∙ ẏ = 0 integrierbar falls 
∂ai

∂yj
=

∂aj

∂yi
 ∀i, j erfüllt 

 (Integrabilitätsbedingung) 
 

integrierbar: 

Reduziert Freiheitsgrad der Lage und Geschwindigkeit f = f̅ − 1 
(holonome Bindung) 

 

nicht integrierbar: 

Freiheitsgrad der Lage wird nicht reduziert f = f ̅
Freiheitsgrad der Geschwindigkeit wird reduziert g = f̅ − 1 
(nichtholonome Bindung) 

 

 

mehrere Bindungen: 

 

Die Gesamtheit der kinematischen Bindungen muss betrachtet werden. 
Dazu ist eine alternative Betrachtung nichtholonomer Bindungen hilfreich: 

durch Kombination der g = f̅ − k freien Geschwindigkeiten  
sind Lageänderungen in den kinematisch gesperrten Richtungen möglich. 
 

ẏ = G ∙ z = ∑ gi(y)zi
g
i=1  linear unabhängig von gi 

  

𝐚1(𝐲) 
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Überlegung für   g = 2  �̇� = 𝐠1(y) z1 + 𝐠2(y) z2 

 

Differentialgleichung: �̇� = 𝐠1(y) �̇� = 𝐠2(y) �̇� = −𝐠1(y) �̇� = −𝐠2(y) 

Fluss: ϕt
g1 ϕt

g2 ϕt
−g1 ϕt

−g2 

 

 

Lageänderung für 

t = h   𝐲(h) = 𝐲1 = ϕh
g1(𝐲0) 

t = 2h  𝐲(2h) = 𝐲2 = ϕh
g2(𝐲1) = ϕh

g2 ∘ ϕh
g1(𝐲0) 

t = 3h  𝐲(3h) = 𝐲3 = ϕh
−g1(𝐲2) = ϕh

−g1 ∘ ϕh
g2 ∘ ϕh

g1(𝐲0) 

t = 4h  𝐲(4h) = 𝐲4 = ϕh
−g2(𝐲3) = ϕh

−g2 ∘ ϕh
−g1 ∘ ϕh

g2 ∘ ϕh
g1(𝐲0) 

 

Approximation kleiner Lageänderungen über Taylorreihe 2. Ordnung 

 

0 ≤ t ≤ h, �̇� = 𝐠1(𝐲), 𝐲(0) = 𝐲0 

 

    → 𝐲(t0 + h) = 𝐲(t0) +
d𝐲

dt
|

t0

h +
1

2

d2𝐲

dt2
|

t0

h2 + ⋯ 

            t0 = 0                     �̇� = 𝐠1         �̈� = �̇�1 =
∂𝐠1

∂𝐲
�̇� =:  D𝐠1 ∙ 𝐠1 

    → 𝐲1 ≈ 𝐲0 + 𝐠10 h +
1

2
D𝐠10 𝐠10 h2 

  

h 2h 3h 4h 

Schalt-
reihenfolge: 1   

0 

−1 

1   

0 

−1 

0 

z2 

z1 

t 

t 
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h ≤ t ≤ 2h, �̇� = 𝐠2(𝐲), 𝐲(h) = 𝐲1 

 

    → 𝐲2 ≈ 𝐲1 + 𝐠21 h +
1

2
D𝐠21 𝐠21 h2 

                              =
1

2
D𝐠2(𝐲0 + ⋯ ) 𝐠2(𝐲0 + ⋯ ) h2 ≈

1

2
D𝐠20 𝐠20 h2 

                                   =  𝐠2(𝐲0 + 𝐠10 h + ⋯ )h ≈ ( 𝐠2(𝐲0) +
∂𝐠2

∂𝐲
|

𝐲0

 (𝐠10 h))  h 

                                                   = 𝐠20 h + D𝐠20 𝐠10 h2 

                             ≈ 𝐲0 + 𝐠10 h +
1

2
D𝐠10 𝐠10 h2 

               ≈ 𝐲0 + (𝐠10 + 𝐠20) h + (
1

2
D𝐠10 𝐠10 + D𝐠20 𝐠10 +

1

2
D𝐠20 𝐠20) h2 

 

 

2h ≤ t ≤ 3h, �̇� = −𝐠1(𝐲), 𝐲(2h) = 𝐲2 

 

         →𝐲3 ≈ 𝐲2 − 𝐠12 h +
1

2
D𝐠12 𝐠12h2  

                                        
1

2
D𝐠1(𝐲0 + ⋯ )𝐠1(𝐲0 + ⋯ )h2 ≈

1

2
D𝐠10𝐠10h2 

                             = −𝐠1(𝐲0 + (𝐠10 + 𝐠20)h + ⋯ )h ≈ −𝐠10 h − D𝐠10(𝐠10 + 𝐠20h2)  

                       ≈ 𝐲0 +  (𝐠10 + 𝐠20)h +  (
1

2
D𝐠10𝐠10 +  D𝐠20𝐠10 +

1

2
D𝐠20𝐠20) h2 

        →𝐲3 ≈ 𝐲0+𝐠20h +(D𝐠20𝐠10 +
1

2
D𝐠20𝐠20 − D 𝐠10𝐠20) h2 

 

 

3h ≤ t ≤ 4h:  �̇� = −𝐠2(𝐲), 𝐲(3h) = 𝐲3 

       →𝐲4 ≈ 𝐲3 − 𝐠23 h +
1

2
D𝐠23 𝐠23h2 

                                          
1

2
D𝐠2(𝐲0 + ⋯ )𝐠2(𝐲0 + ⋯ )h2 ≈

1

2
D𝐠20𝐠20h2 

                                         = −𝐠2(𝐲0 + 𝐠20 h + ⋯ )h ≈ −𝐠20h − D𝐠20𝐠20h2 

                               ≈ 𝐲0 +  𝐠20h + (D𝐠20𝐠10 + 
1

2
D𝐠20𝐠20 − D𝐠10𝐠20) h2 

               ≈ 𝐲0 + (D𝐠20𝐠10 − D𝐠10𝐠20)h2 

                 

 

 

𝐠∗ ≔ [𝐠𝟏, 𝐠𝟐]  Lie-Klammer ergibt Lageänderung 


