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Nichtholonome Bindungen 
 

Untersuchen Sie unter Verwendung der Lie-Klammern, ob für die folgenden Systeme die 

kinematischen Bindungen nichtholonom sind.  

 

a.) Rollendes Rad auf Ebene. 

 

f̅ = 4,     𝐲 = (xs, ys, ϕ, γ) 

              𝐳 = (v,ω) 

 

Δ0 = span{g1, g2} = {[

cosϕ
sinϕ
0
1
r⁄

] , [

0
0
1
0

]} 

 

 

Es ergeben sich die Lie-Klammern 

 

g3
a = [g1, g1] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,     g3
b = [g2, g2] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,     g3
c = [g1, g2] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 

 

Somit lautet eine neue Richtung g3 =  

 

Δ1 = span{g1, g2, g3} =

{
  
 

  
 

[

cosϕ
sinϕ
0
1
r⁄

] , [

0
0
1
0

] ,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

}
  
 

  
 

  

 

Für Δ1 ergeben sich die Lie-Klammern 

 

g4
a = [g1, g3] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,    g4
b = [g2, g3] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,    g4
c = [g3, g3] =

[
 
 
 
 
 
 

]
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Es ergibt sich die neue Richtung g4 =  

 

Δ2 = span{g1, g2, g3, g4} =

{
  
 

  
 

[

cosϕ
sinϕ
0
1
r⁄

] , [

0
0
1
0

] ,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

}
  
 

  
 

  

 

Somit sind beide kinematischen Bedingungen  

 

 

b.) Kinematisches Fahrzeugmodell. 

 

f̅ = 4,     𝐲 = (xs, ys, θ, φ) 

              𝐳 = (v,ω) 

 

𝐲̇ = 𝐆𝐳 =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

∙ [
v
ω
] 

 

 
 

Δ0  = span{g1, g2}

{
  
 

  
 

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

}
  
 

  
 

 

 

Es ergeben sich die Lie-Klammern 

 

g3
a = [g1, g1] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

, g3
b = [g2, g2] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

, g3
c = [g1, g2] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 

  

g1 g2 
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Somit lautet eine neue Richtung g3 =  

 

Δ1 = span{g1, g2, g3} =

{
  
 

  
 

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

}
  
 

  
 

  

 

Für Δ1 ergeben sich die Lie-Klammern 

 

g4
a = [g1, g3] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

, g4
b = [g2, g3] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

, g4
c = [g3, g3] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 

 

Es ergibt sich die neue Richtung g4 =  

 

Δ2 = span{g1, g2, g3, g4} =

{
  
 

  
 

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

}
  
 

  
 

  

 

Somit sind beide kinematischen Bedingungen  
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c.) Karren mit zwei Achsen. 

 

f̅ = 3,     𝐲 = (xp, yp, φ) 

              𝐳 = (v) 

 

𝐲̇ = 𝐆 𝐳 = 𝐠 𝐳 =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

∙ v  

 

Δ0  = span{g}

{
  
 

  
 

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

}
  
 

  
 

  

 

Es ergibt sich die Lie-Klammer 

 

g2 = [g1, g1] =

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

, 

 

Somit ergibt sich  neue Richtung und die Bindung ist 

. 


