
Institut für Technische und Num. Mechanik Flexible Mehrkörpersysteme 
Prof. Dr.-Ing. Prof. E.h. P. Eberhard apl. Prof. Dr.-Ing. J. Fehr   SS 24 A 1.1 

 
 

Bewegungsgleichungen eines Doppelpendels 
 

Wir betrachten die 2-dimensionale Bewegung ei-

nes Doppelpendels, dessen Pendelkörper gleiche 

Längen l und gleiche Massen m haben. Die Mas-

sen werden als Punktmassen angenommen. 

 

Die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems beträgt  

 

f =  
_ _ _ _ _ _

 

 

Wählt man die Winkel _ _ _ _ _ _ und _ _ _ _ _ _ als ver-

allgemeinerte Koordinaten, so erhält man für den 

Vektor der verallgemeinerten Koordinaten 

 

𝐲 = [α β]T 

 

Die Lagevektoren der zwei Punktmassen 𝐏1 und 𝐏2  

ergeben sich zu 

𝐫1(𝐲) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝐫2(𝐲) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Die zugehörigen Jacobi-Matrizen lauten 

𝐉T1
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝐉T2
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

und für die lokalen Geschwindigkeiten gilt: 

 

�̅�1 = �̅�2 =
_ _ _ _ _ _
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Für die absoluten Geschwindigkeiten ergibt sich 

 

𝐯1 =
_ _ _ _ _ _

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝐯2 =
_ _ _ _ _ _

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

und für die absoluten Beschleunigungen gilt: 

𝐚1 =
d𝐯1

dt
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

,   

 

𝐚2 =
d𝐯2

dt
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

 

Welche Struktur haben die Beschleunigungsterme? 

𝐚i = 𝐚i(𝐲, �̇�, �̈�) =
_ _ _ _ _ _ _ _ _

+
_ _ _ _ _ _ _ _ _

 

 

𝐚1 =
_ _ _ _ _ _ _ _ _

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

,   
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𝐚2 =
_ _ _ _ _ _ _ _ _

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

 

Unter Berücksichtigung der Kinematik sollen die Bewegungsgleichungen des Doppelpen-

dels in Minimalkoordinaten aufgestellt werden. 

 

𝐌(t, 𝐲) ∙ �̈� + 𝐤(t, 𝐲, �̇�) = 𝐪(t, 𝐲, �̇�). 

 

Dabei gilt für die globale Massenmatrix 

𝐌(t, 𝐲) = ∑𝐉Ti

T ∙ mi ∙ 𝐉Ti

2

i=1

=

[
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 

 . 

 

Weiterhin ergibt sich für den Vektor der verallgemeinerten Coriolis- und Zentrifugalkräfte 

𝐤(t, 𝐲, �̇�) = ∑ 𝐉Ti

T ∙ mi ∙ �̅�i

2

i=1

=

[
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 

 . 

 

Unter Berücksichtigung der Gravitationskräfte auf die Pendelkörper 

 

𝐟1
e = [0 −mg 0]T, 𝐟2

e = [0 −mg 0]T, 

 

folgt schließlich für den Vektor der verallgemeinerten eingeprägten Kräfte 

𝐪(t, 𝐲, �̇�) =  ∑𝐉Ti

T ∙ 𝐟i
e

2

i=1

=

[
 
 
 
 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _]
 
 
 
 
 

 .   


