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Mechanische Systeme mit mehreren Freiheitsgraden

Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = F(t), Bewegungsgleichung
x(to) = xo € RY,%(ty) = %o € RY, Anfangsbedingungen

Massenmatrix M € RV*Y M =MT >0

Dimpfungsmatrix C € RV*N € = CT (fiir fast alle mechanischen Systeme)
Steifigkeitsmatrix K € RV*Y K = K (fiir fast alle mechanischen Systeme)
Erregung F(t) € RY

Anzahl Freiheitsgrade N

(Konservative Systeme: C = c’'>0, K=K > 0)

Losungsansatz x(t) = xp(t) + xp(t)

T

Homogener Losungsanteil xy(t): Partikulérer Losungsanteil x,(t):
Freie Schwingung aus Erzwungene Schwingung aus
Anfangsbedingungen Fremderregung

1 Ungedampfte Systeme

1.1 Homogene L6sung

Ansatz:
xp(t) = Xe!, XecV
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung

(K — w?M)Xewt =0

Eigenwertproblem

nur nicht-triviale Losungen fiir det(K — w?M) = 0

wr € R, r=1,..., N Eigenfrequenzen

¥, € RN r=1,.., N Eigenvektoren/Eigenschwingungsformen
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Allgemeine homogene Losung:

N
xu(t) = Y e = hdiag{er' )i
r=1

Y=[ - Py
eiwlt 0 0
diag{e“'y = o . o
0 0 elwnt
w= [cpl s N]T aus Anfangsbedingungen

1.2 Partikuldre Losung

Beschrankung auf harmonische Anregungen
F(t) = Fe*!, FecCV
Ansatz:
xp(t) = Xpet, X, e CV
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung

(K — w*M)Xpe“! = Fe' = X, = (K — w’*M)"'F

Allgemeine partikulére Losung:

X, = a(w)F

a(w) = (K —w?M)~! ... Frequenzgangsmatrix

e a(w) beschreibt Ein-/Ausgangsverhalten
o o (w) beschreibt E/A-Verhalten von Eingang & auf Ausgang j fiir F,,, =0, m # k

e a(w) prinzipiell durch a(w) = (K — w?M)~! berechenbar, aber sehr aufwindig. Effizientere Losung
siehe Abschnitt 77

e E/A-Verhalten von
— Kraft auf Verschiebung heif}t Rezeptanz a(w)
— Kraft auf Geschwindigkeit heifit Mobilitit Y (w) = iwa(w)

— Kraft auf Beschleunigung heif3t Akzeleranz A(w) = iwY (w) = —w?a(w)
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1.3 Orthogonalititseigenschaften

Fiir konservative Systeme mit M = M” und K = K” bestehen die Orthogonalititseigenschaften

P My = M =diag{m, }
mit M...modale Massenmatrix

m,...modale Massen
P TKy = K =diag{k,}
mit K...modale Steifigkeitsmatrix
k,...modale Steifigkeiten

e modale Massen- und Steifigkeitsmatrix M und K sind nicht eindeutig

k
= nur Verhiltnis von modalen Massen zu Steifigkeiten ist eindeutig: — = w? = const.
my

= Massennormalisierung fiir ¢, =

d’r = M =1
N K = diag{w?}

Yo, g:ﬁag{é}

= Steifigkeitsnormalisierung fiir ¢, =

e Orthogonalitétseigenschaften kéonnen zur effizienten Berechnung der Frequenzgangsmatrix ausge-
nutzt werden

Yla(w) ' =" (K — w*M)
(W a(w) ) = (K - %—1
Y ta(w)p Tyt = (K — w?M)~!
a(w) = (K — w’M) ™!
1

a(w) = 'l,bdlag{ [ — }1/JT

k, —w

Spektraldarstellung des j, k-ten Eintrags der Frequenzgangsmatrix a(w)
iiber Summation iiber alle Eigenmoden:

N

rPkr ¢r¢r
ajk(W):rlkiwkm Z BN
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2 Proportional gedampfte Systeme

Proportionale Ddmpfung liegt vor, wenn
(M-IC) (M) = (M'K) (M)
gilt. Wichtigster Vertreter ist die Rayleigh-Dampfung mit
C =M+ K.
Fiir Systeme mit sehr kleiner Ddmpfung stellt diese oft eine gute Naherung dar.

Mit den Eigenschwingungsformen des zugeordneten ungeddmpften Systems 1 und den Orthogona-
litdtsbedingungen folgt

P Cp = 97 (AM + 1K) 9 = M + 7K = C = diag{c,} = diag{Bm, + vk}

e Eigenschwingungsformen des zugeordneten ungeddmpften Systems sind auch Eigenschwingungs-
formen des proportional geddmpften Systems und kénnen reell dargestellt werden

e Es gelten die Orthogonalitéitsbeziehungen des ungeddmpften Systems

2.1 Homogene Lésung
e \i2=—w-( tiwey/1—¢? €C, 2N komplex konjugierte Eigenwerte

k
e w? = " Eigenfrequenzen des zugeordneten ungedimpften Systems
T

c Cr

—_ T —
N 2V krm,  2wemy

, modale Dampfung

Allgemeine homogene Losung:

N
xp(t) = Z wre—crwrteiwﬂ/l—cgtwr
r=1

v,., Eigenschwingungsform des zugeordneten ungeddmpften Systems
e~ St exponentielle DAmpfung

ewrv 1*9%, oszillatorischer Anteil

o, aus Anfangsbedingungen

o 1tlim |xn(t)| =0 = homogener Teil klingt ab, nur partikulérer Anteil verbleibt
—00
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2.2 Partikulare Losung

Analog zum ungedampften System:

X, = (K — w?*M + iwC)"'F

Allgemeine partikulédre Losung:
X, = a(w)F
a(w) = (K — w’M + iwC) ™!
N
¢jrwkr

o (w :Z :
i+ () Tzlkr—meT—i—lwcr

e Frequenzgang a(w) komplex

e Prinzipielle Moglichkeit zur experimentellen Ermittlung von oy, (w)

1. harmonische Anregung in k

2. warten bis x ~ 0

3. Messung von x(t) = xp(t) in j nach Betrag und Phase = a,(w)

4. Wiederholung fiir ,,alle“ w
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